41953, BAND 12,  DBEFT 72-6 


PHYSI 
LIBRARY 


Gegründet 1799 durch F. A.C. Gren 
- Fortgeführt durch L. W. Gilbert, J. C. Poggendorff, 

G. und E. Wiedemann, P. Drude, 

W. Wien, M. Planck, E. Griineisen 


Der ganzen Reihe 447. Band 


Kuratorium: 
. GERLACH, CHR. GERTHSEN, F. HUND, W.KOSSEL, _ 
v. LAUE, W. MEISSNER, R, W. POHL, R. 


RsSEELIGER, W. WEIZEL 


Herausgegeben von 


H. KOPFERMANN F. MÖGLICH 
Heidelberg 


JOHANN AMBROSIUS BARTH / VERLAG / LEIPZIG 


| 

DER 

- 
M 
3 
ER 
| 
ER 


Annalen der Physik. 6. Folge. Band 12. Heft 7-8. 1953. 


Inhalt 


_ W. v. Guttenberg, Tübingen: Uber den genauen Wert der Kapazität des Kreis- 
Air, plattenkondensators. (Mit 9 Abbildungen) 
 L. Herforth und D. Rosahl, Berlin-Buch: Zur Fluoreszenz organischer Sub- 
stanzen bei Anregung mit schnellen Elektronen und y-Strahlen unter be- 
sonderer Berücksichtigung der Konstitutionsspezifität. (Mit 8 Abbildungen) 
H.-W. Bodmann, Kiel: Bewertungvorgegebener Beleuchtungen im Vergleich mit 
einer Normalbeleuchtung durch eine neue Abstandsdefinition. (Mit 4 Ab- 
bildungen) 
_ R. Wiesner, Wien: Randbedingungen und Laufzeiteffekte beim Rauschvorgang. 
Sty (Mit 8 Abbildungen) 
_ G.Hohler, Berlin: Zur Auswertung von Messungen des An- und Abklingens der 
or Photoleitfähigkeit. (Mit 1 Abbildung) 
BR. Meier und K. Schuster, Jena: Zur Theorie der Anregung von Dickenschwin- 
gungen piezoelektrischer Kristall-Platten. (Mit 2 Abbildungen) 
 R. Meier und H. Trommler, Jena: Zur Erzeugung von Dickenschwingungen mit 
Ammoniumphosphatkristallplatten. (Mit 6 Abbildungen) 
_-H. Müller, Mainz: Zur nichtlinearen Theorie der schwingenden Saite 
J. Wilhelm, Greifswald: Zur Sondentheorie in elektronegativen Gasen. 
2 Abbildungen) 
_ 'W. Niesel, Karlsruhe: Energieverteilung bei Mischung zweier Dielektrika im elek- 
ery trischen Feld und Berechnung des Verlustwinkels quasistationärer Vor- 
gänge. (Mit 1 Abbildung) 
 K. Suchy, Freiburg/Br.: Berichtigung zur Abhandlung „Gleichungen für Wellen- 
RR normale, Brechungsindex und Polarisation. I“ 
_ W. Bingel, Hechingen-Hohenzollern: Berichtigung zur Arbeit „Zur Theorie der 
Be Lösungen von Alkalimetallen in flüssigem Ammoniak“ 


Dr Für diese Zeitschrift werden grundsätzlich nur Arbeiten angenommen, die vorher 
weder im Inland noch im Ausland veröffentlicht worden sind. Mit der Annahme des 
 "Manuskriptes und seiner Veröffentlichung geht das alleinige Recht’ der Vervielfältigung, 
Verbreitung und Übersetzung einschließlich des Rechts der Veranstaltung von Sonders 
drucken auf den Verlag über. Von jeder Arbeit liefert der Verlag 75 Sonderabzüge 
kostenlos. 
Es wird gebeten, Manuskripte an Herrn Prof. Dr. F. Möglich, (1) Berlin-Buch, Linden 
berger Weg 74, oder an Herrn Prof. Dr. H. Kopfermann, Heidelberg, Albert-Ueberle-Straße 7, 
einzusenden. 
er. Die Redaktion bittet, die Manuskripte druckfertig einzuliefern und in den Korrekg 
turen den bisherigen Raum des Textes nicht zu überschreiten. Die Zeichnungen sind 
in sorgfältiger Ausführung auf besonderen Blättern beizulegen. 
; Bei den Zitaten wolle man die Abkürzungen der Zeitschriftentitel nach dem Vers 
_ zeichnis wählen, das jedem Jahrgang der „Physikalischen Berichte‘ vorangestellt ist, 
/ a ; Die Zeitschrift erscheint in Bänden mit 8 Heften, die zwanglos ausgegeben werden. 
_ Die Lieferung erfolgt durch den Sortimentsbuchhandel, in Ausnahmefällen unmittel- 
bar vom Verlag. Der Bezugspreis beträgt je Band DM 34.— (U.S. $ 8.16) zuzügl 
 Postgebühren. Einzelpreis dieses Heftes DM 10.40 (U.S. $ 2.50). 
? Die Lieferung erfolgt bis zur Abbestellung, die nur für das Ende eines Bandes 
ausgesprochen werden kann. 


- 
> ; 
e 
0 
| 
WEN 
5 
3 
1 
ate 
= 
— 


sich 


BAND 12, HEFT 7-8 


Über den genauen Wert der Kapazität 
des Kreisplattenkondensators') 


Von W. von Guttenberg 


(Mit 9 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Ältere Autoren errechneten Kapazitätsformeln fiir Kreisplattenkondensatoren, 
die den an diesen auftretenden Randfehler berücksichtigen sollen. Es wird ge- 
keigt, daß einige dieser Formeln in sich unrichtig sind und die übrigen nur für 
extreme Verhältnisse Plattenabstand/Plattenradius brauchbar sind. Der ,,Kapa- 
kitätsdefekt‘‘ als Folge der Wechselwirkung zwischen Zuleitung und geladener 
Platte wird als neuer Begriff für eine früher nicht berücksichtigte wichtige Fehler- 
quelle eingeführt. Eigene Experimente führen zu einem Ausdruck für diesen 
Kapazitätsdefekt sowie zu neuen Formeln für die Kapazität des Kreisplatten- 
kondensators, gültig für beliebige Plattenabstände. Die neuen Formeln bewähren 
sich auch im Vergleich mit Messungen an Schirmantennen. 


_ F = Fläche der Kondensatorplatten : 
a= Abstand zweier benachbarter Kondensatorplatten 
@=Dicke der Kondensatorplatten 
Radius der Kreisplatten 
_ C= Kapazität eines Zweiplattenkondensators ohne Zuleitung 
C’ = Kapazität eines Dreiplattenkondensators ohne Zuleitung 
öC = Kapazitätszuwachs durch von 0 verschiedene Plattendicke 
J C, = Kapazität der leeren Zuleitung 
2 wt 6 = Dicke der Zuleitung 


| 


1 = Länge der Zuleitung 
k = dC,/dl am Ende der leeren Zuleitung Zu rap 
AC oder A’C = Kapazitätsdefekt durch Wechselwirkung RESET Zuleitung 
und Kondensator, bezogen auf C, + C 


A= Wellenlänge der Meßfrequenz 


V = Potential einer Platte. 


Die Bezifferung der Formeln bezieht sich auf die Art der Plattenanordnung, 
zu der die Formeln jeweils gehören; große Indizes bedeuten dabei die Anfangs- 
buchstaben der Namen der Autoren, auf die die Formeln zurückgehen. 

Einheiten: E.-stat. CGS-System. 


1) Teilweise vorgetragen bei der Tagung der Phys. Ges. Württ.-Baden-Pfalz in 
Überlingen, April 1952. 
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Einleitung | 

Die Formel für die Kapazität des Kondensators aus parallelen Platten Plat 

F r? 

Ina 4a 0) 

ist bekanntlich ungenau, da sie eine gleichmäßige Beladung — und zwar nur auf 

der Innenseite — voraussetzt, während in Wirklichkeit die Ladungsdichte zu den 

Rändern hin steigt und außerdem auch auf der Außenseite Ladungen sitzen, 

Abb. 1 zeigt zur Veranschaulichung die Verteilung 

& der Ladungsdichte auf einer freistehenden Platte, | x; 
bezogen auf die mittlere Ladungsdichte. 

Der bei Benutzung der einfachen Formel ent- 
stehende Fehler kann sehr beträchtlich werden. Ihn 
zu berechnen haben sich Clausius, Maxwell, W.§ ©: 
Thomson, J. J. Thomson, Kirchhoff, Bulga- 
kow, Griineisen und Giebe, Serini, Nicholson, 
Ollendorf und Waldmann zwischen 1852 und 1937 
bemüht. Da die strenge allgemeine Behandlung des 
Problems besondere Schwierigkeiten bietet, inter- 
essierten sich die meisten Autoren nur für den 
Sonderfall geringer Plattenabstände, einige nur für 
den Fall großer Abstände. Eine vollständige kritische 
Sichtung aller Ergebnisse scheint bis heute zu fehlen 2), 
erweist sich aber als notwendig. 

1. Experimentell kontrolliert scheinen nur die For- 
auf fecistcheader Kreis- meln von Kirchhoff und Griineisen und Giebe 
platte zu sein. Klemenéié, Himstedt, Magini sowie 
Griineisen und Giebe konstatierten Uberein- 
sthemnanig ihrer experimentellen Ergebnisse mit den zu priifenden Formeln. 
Die Ergebnisse kénnen jedoch bei genauer Kritik heute nicht mehr als voll 
befriedigend bezeichnet werden. 
De wird hier nicht behandelt*). 


A. Uber die bisherigen rechnerischen Ergebnisse 


ie Wilesetea Rechnungen iiber Kondensatoren mit Kreisplatten beziehen 
sich auf folgende Kondensatoranordnungen: 

1. Zwei gleiche parallele Kreisplatten auf gegen Erde entgegengesetzt gleichen 
Potentialen, 

2. Zwei ebensolche Platten, deren eine auf Erdpotential liegt, 

3. Eine Kreisplatte parallel zu einer unendlichen leitenden Ebene auf Erd- 
potential (durch Spiegelung zurückführbar auf 1.), 

4. Eine geladene Platte zwischen zwei gleich weit entfernten Ebenen auf 
Erdpotential, 


2) Der besonders bezüglich der Kirchhoffschen Ableitung sehr instruktive Über- 
blick von Ganserwähnt nur einen Teil der vorliegenden Arbeiten, während die Zusammen- 
stellung bei Magini flüchtig und nicht fehlerfrei ist. 

3) Diesbezüglich sei nur erwähnt, daß die Kirchhoffsche Formel für diesen Konden- 
sator gegenüber der Maxwellschen von Himstedt experimentell als unzutreffend ge- 
funden wurde. Dennoch bezeichnet Gans beide als gleichwertig. 
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5. Eine geladene Platte zwischen zwei ihr gleichen, gleich weit entfernten 
Platten auf Erdpotential, 

6. Eine einzelne Platte im freien Raum. 

Die Anordnungen werden im folgenden mit 
diesen Nummern bezeichnet. Sie sind in Abb. 2 
schematisch dargestellt. 


1+ 


a) Für Plattendicke = 0 

x) Für geringe Plattenabstände (durchweg # Sees 
Näherungsrechnungen mit Sch warzscher Abbildung): 
Die verbreitetste Formel errechnete Kirchhoff 5 
6. 


WN 


für die 1. Anordnung urd für a<r: 


16; 
(= 4 ents. 
Abb. 2. Die verschiedenen 
Oft tritt auch auf: betrachteten Kondensator- 
+ - . (2x) 


Hiernach ist C um 32 größer als nach (lx). (2x) gehört zur 2. Anordnung, 


d. h. zu dem zum 0-Potential im Unendlichfernen (Erde) unsymmetrischen Kon- 
densator im Gegensatz zu symmetrischen in (1x). Mitunter ist das jedoch nicht 
dabei vermerkt, so zu Mißverständnissen Anlaß gebend. Man erhält (2x) aus 
(lx), indem man das Feld der Anordnung 2 durch das Feld zweier gleichnamig 
geladener Platten überlagert. 

Die Kapazität der Anordnung 3 ergibt sich sofort aus (1x) durch Halbierung 
von Anordnung 1 längs der auf 0-Potential liegenden Symmetrieebene. So folgt 


für Anordnung 3 nach Kirchhoff: 
r? r 8ar 
= 4a Qn -iIn é See (3x) 


Die Bemühungen von Maxwell und J. J. Thomson um den Zweiplatten- 
kondensator bei geringen Plattenabständen können übergangen werden, da ihre 
für unbegrenzt gerade Ränder berechneten Ergebnisse durch die Kirchhoffsche 
Rechnung an Bedeutung für den Kreisplattenkondensator verlieren. Sie bear- 
beiteten jedoch auch das Problem der Halbebene, die zwischen zwei leitenden 
Ebenen liegt. Von da aus folgte für die Kreisplatte zwischen zwei Ebenen: 


=20=2(7, rin?) 0,22064 -r) (Ay) 


Ferner findet sich bei Maxwell für diesen Fall einer Kreisplatte zwischen zwei 
unendlichen Ebenen ohne Ableitung noch die Formel: 


-In2 
(=20)=2(5 + $). 


Es läßt sich leicht zeigen und wird im Abschnitt C verdeutlicht, daß alle vor dieser 
Formel genannten Formeln mit wachsendem Plattenabstand zunehmend zu 


4) (1x) wird auch als Clausiussche Formel bezeichnet, da sie von diesem schon vor 
Kirchhoff (1852, allerdings nicht ganz exakt und ohne die bei Kirchhoff miterfaßte 
Plattendicke) abgeleitet war. 
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kleine Werte liefern müssen. Daher verdient das in (4’y) bein Zusatzglied gleic 
Beachtung, auch wenn seine Errechnung unbekannt ist. 


sind 

Für die Anordnung 5 geben ferner Griineisen und Giebe als Kapazität (' 
den Wert sin¢ 
For 
(=20)=2(F + 0,1763 -r) (5a) 


an. Die Veröffentlichung der Rechnung wurde angekündigt, ist aber offenbar 
unterblieben. For 

Es ist interessant, daB das Korrekturglied nach den explicite vorliegenden, auf 
Schwarzscher Abbildung beruhenden Ableitungen bei hinreichend kleinen Ab- 
ständen bei Dreiplattenanordnungen vom Abstand unabhängig ist, während 
es bei Zweiplattenanordnungen logarithmisch mit dem reziproken Abstand wächst, 
Außerdem ist es für jede Hälfte eines Dreiplattenkondensators stets kleiner als vu 
bei einem Zweiplattenkondensator. er 


ß) Für sehr große Plattenabstände: 
Nach verschiedenen Methoden finden Bulgakow, Ollendorf und Wald- 
mann für die Anordnung 1 bzw. 3: 


AL r 


Auch diese Formeln a sich wieder eine aus der anderen ableiten. Den Rech- 
nungen liegen durchweg vereinfachende Annahmen zugrunde, die sich z. B. da- 


er = durch beschreiben lassen, daß die Ladungsverteilung als unabhängig vom Abstand 
und stets gleich derjenigen auf der einzelnen Platte im freien Raum angenommen 


wird. Daher erhält man die mitgeteilten Glieder der Reihe auch durch einfache An- 
wendung der Influenzgesetze, wenn man jeder Platte das Feld einer Punktladung 

_ guschreibt. (Auch für die Kapazität zweier Kugeln vom Radius 2 r/x erhält man 
die gleichen Reihenglieder.) Für die Anordnung 2 erhält man statt dessen ebenso 
durch Anwendung der Influenzgesetze: 


4r? 
(2pr)*) 


Es zeigt sich, daß nach diesen Formeln die Anfangstangente im C/r = f(r/a)- 
Diagramm bei Anordnung | und 3 die Steigung tg « = 2/n? besitzt, während sie 
bei Anordnung 2 horizontal liegt. Man vergleiche dagegen den experimentellen 
Teil dieser Arbeit (Abschnitt Ee). 


y) Strenge Lösungen: 

Der einzige Versuch, zu einer strengen Lösung zu kommen, stammt von Ni- 
cholson. Mit einer anspruchsvollen und ausgedehnten Rechnung kommt er für 
die Beladung zweier Kreisplatten in den Fällen gleicher und entgegengesetzt 


5) Die umständlicheren Originalformeln von Bulgakow und Ollendorf lassen sich 
leicht auf diese einfache Form bringen. Bulgakow rechnet übrigens als einziger für 
Ellipsoide, deren Grenzfall hier vorliegt. 

6) Den Hinweis auf die Ergebisse mittels einfacher Influenz danke ich Herrn Prof. 
Braunbek. 
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gleicher Potentiale zu zwei Formeln, die recht en und schwer auswertbar 
> 

sind. Sie führen aber für r/a—oo zu Q(}+, + -V bzw.Q(,,_) = -V, 
sind also beide falsch. Ebenso ist die nae intel; die man aus seinen 
Formeln (113 und 135) unabhängig vonr und a ablesen kann, nämlich daß Q(,., +) = 
Q(,,_) stets gelten soll, wenn man nur in Q(, _) den doppelten Abstand einsetzt. 

Serini beginnt mit derselben Methode, vermag jedoch die entscheidende Inte- 
gralgleichung nur näherungsweise zu lösen und leitet für Anordnung 1 und 2 
Formeln für geringe Abstände ab. Die genaue Untersuchung dieser Formeln 
deckt ähnliche Fehler auf, wie man sie im Nicholsonschen Ergebnis findet. 


6) Eine einzelne Platte im freien Raum: 
Dies ist bisher der einzige der hier behandelten Fälle, für den sich alle Fragen 
streng berechnen lassen; die Rechnungen sind bekannt, für die Kapazität ergibt 
sich: 
2r 

C= (6) 

Kurvendarstellungen fiir eine Auswahl der in diesem Abschnitt behandelten 
Formeln werden später noch gebracht. 


b) Beriicksichtigung der Plattendicke wi 
Die bekannten Dickenkorrekturformeln für Anordnung 1-5 sind are 


Es liegen vor: Abe 
1. Für Anordnung 1 von Kirchhoff: _ 


a 
f(x) = (1+ x)-In(1+ 


2. Fiir Anordnung 2 ist sicher sehr nahe dieselbe Formel wie fiir Anordnung 1 
gültig, solange d nicht zu groß ist. Verfasser ist bei seinen Experimenten damit 
gut gefahren: Meßergebnisse aus Versuchsreihen nach Anordnung 2, bei denen nur 
die Plattendicke variiert war, wurden durch Anwendung der obigen Formel auf 
denselben Wert reduziert. 

3. Für Anordnung 3 läßt sich durch Anwendung der EEG längs der 0- 


mit 


Hier ist dC also stets größer als vorher, was auch nileitbialioi: ist. 
4. Fiir Anordnung 4 stammt von Thomson fiir rechtwinklig kantigen Rand 
der Kreisplatte (wie auch bei Kirchhoff): ne ee 


80, (= 2 6C,) = 2 ta) 


Dieser Wert ist wiederum ‘stets etwas größer als das Doppelte des Wertes fiir An- 
ordnung 3. Auch dies scheint sehr plausibel. Eine von Maxwell fiir einen abge- 
rundeten Rand berechnete Formel mit der Funktion In cos führt zu Wider- 
spriichen und sei ausgeschaltet. 


4 
> 


Abb. 3. Die Dickenkorrekturen fiir die An- 
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Die anderen Formeln sind auf Grund der Schwarzschen Abbild ung gerechnet, 
5. Fiir die 5. Anordnung haben Griineisen und Giebe 


(alt) 2 6C,) = 2 E 


a 


„mittels gewisser Analogieschlüsse‘“ aus der Kirchhoffschen Formel abgeleitet 
und sehen ihre Formel durch ihre Meßergebnisse bestätigt. Dem kann nicht bei- 
gepflichtet werden. Die Werte in dieser Formel sind für d/a > 1,05 größer als 
die der Thomsonschen Formel für Anordnung 4. Das ist aber unmöglich. Trotz- 
dem ist die Formel in den Lehrbüchern überall zu finden. Ein einigermaßen richtiger 


Analogieschluß scheint der von dC{ auf ÖC}, indem man sich dC; bzw. dC, als 
Vorbild nimmt. Das fiihrt dann auf: 


(neu) 6C% (= 26C,) = 2 
(Siehe über diesen Punkt auch den rächsten Abschnitt.) 

6. Für die Anordnung 6 (einzelne freie Platte) wird vielfach die Formel 

6C, = 
folgt. Sie ist aus der Kapazität des abgeplatteten Rotationsellipsoides abgeleitet 
(Achsen: a = b > c), indem die kleine Achse dieses Ellipsoides gleich der mittleren 
Dicke des Ellipsoides und diese gleich der Dicke einer Kreisplatte angenommen 


/a® — ¢2 
_ wird. Die Kapazität dieses Ellipsoides ist nämlich streng C = Bude 


woraus 
arc cos c/a 
als erste Näherung für c<a folgt: 
2 

Es muß hier erwähnt werden, 
7 7 daß die im „Kohlrausch“ für das 
SCalt abgeplattete Rotationsellipsoid zu 


findende Formel € = —* —~ auch 
arctg a/c 
02 nur in dieser ersten Näherurg dem 


94 
4 strengen Wert gleich ist. Man sieht 
Tos neu das sofort, wenn man in dieser 
oe et Formel c — a gehen läßt. Dann folgt 
0 — 


C= “2 ‚während C=a (Kugel) 
herauskommen miiBte. 

Die Formeln fiir die Dicken- 
korrekturen bei den Anordnungen 
1—5 sind in Abb. 3 graphisch dar- 
gestellt. Daß die Dickenkorrekturen 
für diese Anordnungen bei a —oo 
zu Null werden, ist natiirlich nicht 
richtig. Es ist daher sicher besser, 


\ 


\ 


05 Ag 1 


ordnungen 1—5 


_ gu all diesen Formeln die Korrektur nach 6C, zu addieren, als dies gar nicht zu 
63 berücksichtigen. Zu kleinen Abständen hin wird — je nach Größe des Radius — 


dieses additive Glied klein gegenüber dem Wert der Formeln für öC,... dC;- 
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“ defekt bis etwa 1/, des Randfehlers ausmachen kann, darf er neben diesem nicht 


den wirklichen Verlauf der Kapazitätsfunktionen abhängig von r/a sagen läßt. 
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B. Über die bisherigen experimentellen Prüfungen A 
Den experimentellen Prüfungen der Kirchhoffschen Formel durch Kle- a 
menci¢, Himstedt und Magini haftet der Mangel an, daß der Zuleitungsein- 
{luß nicht vollständig berücksichtigt wurde. Die Autoren haben nämlich nur ein- 
fach (',, die Kapazität der leeren Zuleitung, von der gemessenen Gesamtkapazität 
abgezogen. Dies genügt nicht, da durch die gegenseitige Abstoßung der Ladungen 
auf Zuleitung und geladener Platte die Gesamtkapazität der verbundenen Teile 
geringer ist als die Summe der Einzelkapazitäten. Diese Erscheinung sei als „Kapa- 
zitätsdefekt‘‘ bezeichnet. Ohne dessen Berücksichtigung erhält man aus Messungen 
zu kleine Kapazitätswerte für den Kondensator. Weil nun die für geringe Ab- 
stände berechneten Formeln, da sie nur Näherungen sind, ebenfalls zu kleine 
Werte liefern, ist es nicht zu verwundern, wenn die zitierten Experimente mehr 
oder weniger gute Übereinstimmung mit den errechneten Werten liefern. Soweit 
sie das aber tun, ist das Zufall. Der Fehler in den Formeln und der Kapazitäts- 
defekt sind dann nämlich zufällig gerade einander gleich. Da der Kapazitäts- 


vernachlässigt werden. So können die zitierten. Experimente nicht als beweiskräftig 
angesehen werden, obwohl von den Autoren z. T. alles Erdenkliche getan wurde, 
um möglichste Präzision zu sichern. 

Anders steht es mit den Meßergebnissen von Grüneisen und Giebe bei 
Anordnung 5: Die im vorigen Abschnitt gemachte Feststellung, daß die Dicken- 
korrekturformel von Grüneisen und Giebe zu große Werte liefert, wird durch 
deren experimentelle Ergebnisse bestätigt. Die Rechnung lieferte dort nämlich 
bei dicken Platten bis zu 2% größere Werte als die Messung, während die Abwei- 
chung bei dünneren Platten kleiner war und schließlich das Vorzeichen wechselte. 
Trotz dieser Abweichungen und obwohl die Meßgenauigkeit mit 0,1% angegeben 
wurde, betrachteten die Autoren ihre Formeln als bestätigt. Wendet man statt 
ihrer Dickenkorrekturformel die in Abschnitt A. b. neu angegebene Formel an, 
so ist die Differenz zwischen Rechnung und Grüneisen-Giebeschen Messungen 
nicht mehr von der Dicke abhängig. Allerdings liegen nun sämtliche gemessenen 
Werte über den berechneten Werten, was bedeuten kann, daß Formel (5g) zu kleine 
Werte liefert. Das tut sie nun für große Abstände auch ganz offensichtlich (bei 
a—0oo: (" = 0,353 r statt 0,636 r). Wahrscheinlich nähert auch sie sich wie die 
anderen für kleine Abstände berechneten Formeln dem wahren Wert asympto- 
tisch von unten, wenn sich der Abstand verringert. Da aber die Autoren die Zu- 
leitung gar nicht erwähnen, besteht außerdem in der Wechselwirkung zwischen Zu- 
leitung und geladener Platte eine Fehlermöglichkeit. Jedenfalls ist der Schluß 
nicht erlaubt, die Formeln von Griineisen und Giebe, wie bisher überall no- 
tiert, als experimentell bestätigt anzusehen. 

C. Einige theoretische Überlegungen a ie 


Vor Mitteilung und Untersuchung der eigenen Meßergebnisse soll in diesem 
Abschnitt festgestellt werden, was sich im vorhinein durch Überlegungen über 


Dabei soll grundsätzlich der ganze Bereich 0< r/aoo < betrachtet und — im 
Hinblick auf einfache graphische Darstellung — stets die normierte Darstellung 
C/r = f(r/a) verwendet werden, in der die einfache Formel (0) als Gerade durch 
den Ursprung 
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W.v 

= Be Bei den Anordnungen 1—3 gibt es für den wirklichen Verlauf der Funktionen § Mitt 
zwei Anhaltspunkte: führ 
Bo 1. Für r/a — oo müssen sich die Kirchhoffschen Formeln dem wahren Ver- § eine 
lauf asymptotisch annähern. und 

2. Für r/a—0 muß C/r bei Anordnung 2 und 3 zu 2/z werden (siehe (6), § ord. 
einzelne Platte im freien Raum), während C/r kei Anordnung 1 für r/a—0 m§ aue 
1/rr werden muß, denn jede Platte trägt die Ladung 2 rV/z; da aber die Potential- § Ble 
differenz zwischen den beiden Platten 2 V beträgt, resultiert für C/r der Wert 1/z, 

In Abb. 4 ist als Beispiel die Formel (2x) sowie zum Vergleich die einfache For- # jaq 
mel (0) dargestellt, die zum Überschlag meist benutzt wird. Nun ist es sicher, daß ste 
die wahre Kapazität stets größer sein muß, als es (0) entspricht. Da aber (2x), # au 
das nach Art der Ableitung entweder stets zu kleine oder stets zu große Werteer- § ger 

geben muß, bei r/a = 0,007157 ko; 
t durch Null geht, dort also einen zu § fig 
kleinen Wert liefert, so muß die § pe 
Ir wahre Kapazität auch stets größer § ne 
oe sein, als es (2x) angibt, und zwar de 
um so mehr, je kleiner r/a ist. Die § ae 
(24, asymptotische Annäherung von (2g) § U: 
1 an den wahren Verlauf erfolgt also E: 
pk (0 von unten. Physikalisch kann das di 
daher rühren, daßes fiir Kirchhoff, ve 

der nur das Gebiet kleiner Abstände 
2 4 6 /a>8 im Auge hatte, selbstverständlich n 
Abb. 4. Die gewöhnliche Formel (0) und “St Bicht mit demjenigen Kapaa 4 
die Kirchhoffsche Näherung für die tätsanteil der geladenen Platte u ff ı 
2. Anordnung (2x) rechnen, den die Innenseite der d 
Platte gegenüber dem Unendlich- d 
fernen besitzt — wenn diese Ausdrucksweise einmal erlaubt ist. Denn dieser f 
Kapazitätsanteil ist ja bei kleinen Abständen infolge der abschirmenden Wirkung } 
der geerdeten Platte verschwindend gering. Bei zunehmendem Abstand der ] 
Platten wird er jedoch immer bedeutender, denn schließlich muß die Kapazität 


des Kondensators für r/a —0 in den erwähnten Wert 2 r/r übergehen, an dem 
Außen- und Innenseite der geladenen Platte je zur Hälfte beteiligt sind. Dieser 
Wert ist in Abb. 4 durch das X auf der Ordinatenachse dargestellt. 

Es steht also fest, daß der ware Verlauf der Kapazitätsfunktion durch eine 
Kurve repräsentiert werden muß, die in X beginnt und die für r/a — co asympto- 
tisch in die Kurve übergeht, die (2x) entspricht. Entsprechendes muß für die an- 
deren Anordnungen gelten. Diese Anhaltspunkte sind für die Auswertung der 
weiter unten mitgeteilten experimentellen Ergebnisse von Bedeutung. 

Da außer den Werten von Grüneisen und Giebe für Anordnung 5, deren 
Beweiskraft für die Formel (5g) bereits in Frage gestellt wurde, kein experimen- 
telles Material zu den Anordnungen 4 und 5 vorliegt, soll deren Betrachtung hier 
mit der Bemerkung abgeschlossen werden, daß man den Formeln hierfür auch 
bei kleinen Plattenabständen noch nicht allzusehr vertrauen darf. IB } 


D. Meßmethode 


Die zu ladende Kondensatorplatte wurde etwa in der Mitte des Raumes an 
dünnen isolierenden Fäden horizontal aufgehängt. Die Zuleitung wurde von der 
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Mitte der Platte zunächst vertikal nach oben und dann seitlich zum Meßgerät ge- 
führt. Unter dieser Platte befand sich die zweite Kreisplatte mit ihrer Mitte auf 
einem dünnen vertikalen Isolierstab befestigt. Von der Plattenmitte abwärts 
und dann am Boden entlang zum Meßgerät führte die Erdleitung. Diese An- 
ordnung entspricht Anordnung 2. In Abweichung von dieser Anordnung wurden 
auch Messungen durchgefiihrt,.bei denen die untere Kreisplatte durch eine große 
Blechtafel ersetzt war (Anordnung 3 bzw. Spiegelhalbierung der Anordnung 1). 

Es wurde stets der Kapazitätszuwachs bestimmt, den das Anschalten der zu 
ladenden Platte des Plattenkondensators an die Zuleitung bewirkte. Daher wurde 
stets die Kondensatorkapazität vermindert um den gesamten Kapazitätsdefekt 
durch Wechselwirkung gemessen, d.h. vermindert um die Summe der Verrin- 
gerung der Zuleitungskapazität durch die Platte und der Verringerung der Platten- 
kondensatorkapazität durch die Zuleitung. 
Es wird nur schwer möglich sein, diese gpa 
beiden Komponenten experimentell zu tren- 
nen. Das ist auch von untergeordneter en 
deutung, weil man es ja wohl immer mit ie 
dem gesamten System zu tun haben wird. Paine 
Um über den Kapazitätsdefekt durch das 
Experiment ein Urteil zu bekommen, wurde 
die Dicke und die Lange der Zuleitung 
variiert. 

Es bestand nicht die Absicht, die Ge- wed 
nauigkeit der Messungen allzu hoch zu rar 
treiben, was sowohl mit Rücksicht auf die 
Normalien als auch auf die räumliche Aus- 
dehnung einen recht hohen Aufwand be- 
dingt hätte. Immerhin war es bei sorg- 
fältigem Arbeiten möglich, mit der ver- 
hältnismäßig einfachen Apparatur eine 
Reproduzierbarkeit der Messungen innerhalb höchstens +0,1 cm bei allen vor- 
kommenden Kapazitäten (max. etwa 60 cm) zu erreichen. 

Zur Kapazitätsmessung wurde die Substitutionsmethode in einer Brücken- 
schaltung mit Hochfrequenz angewandt. (Prinzipschaltung Abb. 5.) Der Abgleich 
der Brücke wurde vermittels einer sehr vorteilhaften Nulldurchgangsmethode ange- 
zeigt. Derartige Schaltungen wurden vielfach nutzbringend im Funkmeßwesen 
angewandt. Da eine ausführliche Darstellung z. B. bei Mecke und Mitarbeitern 
zu finden ist, sei hier darauf verzichtet. 

In einem Brückenzweig lag ein Präzisionsdrehkondensator C, und parallel dazu 
ein weiterer Drehkondensator C,. Bei ganz hineingedrehtem Präzisionskonden- 
sator wurde die Brücke zunächst mittels C, abgeglichen. Danach wurde die unbe- 
kannte Kapazität C', angeschlossen und nach Herausdrehen des Präzisions- 
kondensators C, bis zum erneuten Abgleich mit Hilfe der Skala an C, die Größe 
von bestimmt. 


Zur Eichung des Präzisionskondensators wurden nacheinander etwa 30 Fest- 
kondensatoren der Größen etwa 4—50 cm bei C,, angeschlossen, deren Werte bis 
auf etwa +0,05 cm bekannt waren. Eine Eichkurve für C, wurde aufgenommen 


1. 


so 


Abb. 5. Die Prinzipschaltung des 
Meßgeräts 
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: Nun wurde eine Zuleitung als ©, an das Meßgerät angelegt und ihre Kapazität 

€, wie vorher beschrieben ermittelt. Darauf wurden mit Zuleitung C, wieder auf 
volle Kapazität gestellt, die Brücke statt dessen mittels C, abgeglichen, am Ende 
der Zuleitung wiederum der Reihe nach die Normalien augssehlsihe, nun wieder 
€ mit C, abgeglichen und so eine zweite Eichkurve für C, aufgenommen (Eichkurve 
zweiter Art). Da die Messungen an den Kreisplatten mit verschiedenen. Zuleitungen 

Er “ durchgeführt wurden, wurde für jede Zuleitung so verfahren, so daß für jede 


ae Zuleitung eine eigene Eichkurve (zweiter Art) existierte. Die Normalien waren 
ue Sg räumlich klein, von einer gegenseitigen Beeinflussung mit der Zuleitung konnte 


Wegen der großen Zahl der verwendeten Festkondensatoren und der öfteren 
Wiederholung der Eich-Messungen besaßen die Eichkurven, die durch graphische 
_ Mittelung zwischen den gemessenen Punkten entstanden waren, eine absolute 
Unsicherheit von höchstens —+0,1 cm, wie sich aus Fehlerrechnungen ergab. 
Schließlich wurden an die Zuleitung statt der Normalien die Kondensator- 
platten angeschlossen und wie vorher die dadurch entstehende Kapazitätsänderung 
x ne mit Hilfe der Eichkurven zweiter Art ermittelt. 
ze Das Verfahren, für jede Zuleitung mit eigener Eichkurve zu arbeiten, war wegen 
der Eigenschaft der Zuleitung als transformierender Wellenleiter notwendig, obwohl 
= die Länge der Zuleitung klein gegen die benutzte Wellenlänge war (A = 171 m). 


= _ daher nicht die Rede sein. 


Entsprechend den folgenden Transformationsgleichungen ergaben die Eichkurven 


Ice zweiter Art für gleiche Gradzahlen an C;, niedrigere Kapazitätswerte als die Eich- 
ae a kurve erster Art. Wie aus der Leitungstheorie bekannt ist, mißt man am Anfang 
einer am Ende offenen Leitung die Kapazität 


= 


(w = Kreisfrequenz). 


Ist am Ende die Kapazität C, angeschlossen, so ist die Kapazität, die man am 


_ Würde man, um C, zu erhalten, einfach C,—C, bilden, so erhielte man 


also einen zu großen Wert; der Fehler wäre aaa 
1— tg? 22 


Da die Zuleitung nicht geradlinig war und sain nicht als beni Wellen- 
leiter arbeiten konnte, wurde davon abgesehen, den Wellenwiderstand der Zu- 
a leitung aus ihrer Geometrie oder sonstwie zu bestimmen und dann damit die ge- 
_ messenen Werte nach diesen Formeln zu reduzieren. Vielmehr wurde diese Re- 

me duzierung durch die unmittelbaren Eichungen umgangen. 
h Zur Kontrolle der Genauigkeit der Eichkurven wurde jedoch für einige Zu- 
5 5 A mittels obiger Formel C, —C, als Funktion von C, errechnet und die 
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der Zuleitungen aus deren Abmessungen ungefähr ermittelt. Dann wurde an ein- 
zelnen Punkten die gegenseitige Abweichung der Eichkurven beider Art als Funk- 
tion von C,, ermittelt und in dasselbe Diagramm eingetragen. Die so gewonnenen 
Punkte bildeten eine sich leicht schlängelnde Linie, deren Mittellinie, wie wegen der 
Inhomogenität der Zuleitung zu erwarten, etwas von der errechneten Linie abwich. 
Die Abweichung der Punkte von ihrer Mittellinie betrug jedoch höchstens +0,2 cm, 
wodurch bestätigt war, daß die Eichkurven um höchstens 40,1 cm fehlerhaft 
waren. 
Folgende Größen wurden systematisch variiert: 
PS: 


Abstand der Platten: 0,3...30 cm, ae 
Dicke der Platten: 0,3 und 0,6 cm, 
Radius der Platten: 3... 12cm, 
Dicke der Zuleitung: 0,005 . . .0,13 em, ia 
Länge der Zuleitung: 3,50 und 
Höhe des Raumes: 3,50 und 7 m. 


Die Ergebnisse der Messungen wurden jeweils entsprechend Abschnitt A b) 
auf die Dicke 0 reduziert. RE: ea 


E. Die Meßergebnisse und die Folgerungen daraus 


a) Die Ergebnisse in den beiden verschieden hohen Räumen fielen’ gleich aus. 
Also waren. die Räume groß genug gewählt. 

b) Kleine Veränderungen in der Lage der Zuleitungen machten sich im Er- 
gebnis nicht bemerkbar. 

c) Nach Abziehen der Korrektur für die Plattendicke ergab sich für jede An- 
ordnung und für jedes 6 eine von r, d und / unabhängige Kurve C/r = f(r/a). 

d) Bei Anordnung 2 waren die Kurven gerade Linien. Bei Anordnung 3 war 
dies nur für r/a > 1 der Fall; für r/a < 1 wichen die Meßpunkte von der Geraden 
nach unten ab. 

e) Die erhaltenen Kurven zeigten bis zur linken Grenze des bis nahe zur Or- 
dinatenachse sich erstreckenden Meßbereichs keinerlei Tendenz, in die Anfangs- 
richtungen einzuschwenken, die die Formeln (1p, w) und (30) fordern (s. Abschnitt 
A,a, ß). Offenbar ist die diesen zugrunde liegende Annahme so künstlich, daß der 
Gültigkeitsbereich dieser Formeln außerordentlich klein ist. Die Geraden werden 
daher in der folgenden Auswertung linear bis r/a = 0 extrapoliert. Da bis zu sehr 
kleinen r/a-Werten gemessen wurde, kann der durch diese Extrapolation mögliche 
Fehler nur sehr klein sein und wurde in Kauf genommen. 

f) Sämtliche Geraden liefen zu C/r=r/4a (einfache Formel) fast parallel, 
doch waren sie durchweg zu viel niedrigeren C/r-Werten verschoben, als man sie 
ohne einen Zuleitungseinfluß hätte erwarten müssen. Und zwar war diese Ver- 
schiebung nach unten um so stärker, je dicker der Zuleitungsdraht war. Hier 
offenbarte sich also der durch die Wechselwirkung hervorgerufene Kapazitäts- 
defekt. 

g) Die Auswertung im einzelnen bei Anordnung 2: 

Bei dieser Anordnung wurde die Kapazität als Funktion des Abstandes in 
22 Kombinationen verschiedener Größen von r, d, 1 und 6 gemessen. Jede MeB- 
reihe wurde 3—4mal wiederholt, wobei die Werte meist verschwindend wenig von- 
einander abwichen; der Mittelwert der Werte für jeden Abstand wurde gebildet. 
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Aus jeder der so erhaltenen Meßreihen, deren jede aus 10—12 Seiten ent- 
sprechend ebensoviel verschiedenen Abständen, bestand, wurden nach der Methode 


der kleinsten Quadrate die Konstanten « und ß in der Gleichung C/r = x +8 


errechnet. 


Für die Größe « ergab sich, aus allen MeBreihen gemittelt : x = 0,2543 + 0,0024 
(mittl. quadr. Abw.) Die Ergebnisse fiir die Größe ß sind in Abhängigkeit von der 
Zuleitungsstärke 6 (aus den Meß- 
reihen für das gleiche ö gemittelt) 
in Tabelle 1 dargestellt. 
Abb. 6 zeigt die Ergebnisse in 
graphischer Darstellung. 
Der quadratische Mittelwert der 
_ Abweichungen der einzelnen Meß- 
werte von den errechneten Geraden 
betrug +0,15 cm. Es wurde geprüft, 
ob durch die Errechnung einer Ge- 
raden den gemessenen Werten ein 
Zwang angetan wurde und ob nicht 
vielmehr eine schwache Krümmung 
vorlag. Dazu wurden für jeden ein- 
zelnen Wert von r/a die arith- 
metischen Mittel der Abweichungen 
der Meßwerte von den errechneten 
Geraden aus allen Meßreihen gebil- 
det. Die Mittelwerte bei den ver- 
schiedenen r/a-Werten sind in Ta- 
belle 2 der Reihe nach in hundertstel 
cm angegeben. 
Abb. 6. Experimentelle Ergebnisse bei An- Da die Vorzeichen regellos ver- 
ordnung 2 und zum Vergleich die gewöhnliche teilt sind, ist eine etwa vorhandene 
emt © Kriimmung der wahren Kurven 
experimentell nicht nachweisbar. 
Nun stellen die Werte ß die auf r/a = 0 extrapolierte normierte Kapazität dar, 
die eigentlich — ohne Kapazitätsdefekt — gleich 2/7 = 0,636 sein müßte. 


6 Yq>8 


2/x—B = AC,/r ist also der bei Anordnung 2 entstehende normierte Kapazitäts- 
defekt durch Wechselwirkung zwischen Platte und Zuleitung. Von diesem darf 


Tabelle 2 
—7 +4 -—10 +8 —2 +3 -—5 +11 -—9 —4 +18 +17 —14 +8 


man wegen der abschirmenden Wirkung der oberen Platte annehmen, daß er vom 
Abstand der Platten nur sehr schwach abhängt. Die Abhängigkeit vom Abstand 
ist natürlich im Faktor « enthalten. 


Man erhält so als experimentell für den Kondensator in 2. Anordnung ge- 
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Sucht man demgegenüber rein formal nach einer Verbesserung der Kirch- 
hoffschen Formel, indem man in dieser statt des In-Gliedes eine Funktion setzt, 
die für r/a = 0 nicht gegen —oo strebt, sondern dort den Wert 2/r liefert, sich 
aber für r/a — co der In-Funktion asymptotisch angleicht, so kommt man leicht 
nach der Umformung 


1 16ernr r 1 


auf die Formel 


Tr a ur 8ar / 
Cr=7,(1+ Zr Ein Fa) + (2a) 


Diese Funktion strebt zu den geforderten Grenzwerten. Die Wahl des Ar Sin 
war zwar naheliegend, aber natürlich zunächst willkürlich. Doch ist bekannt, 
daß die Area-Funktionen bei derlei Problemen häufig auftreten, so daß der Gedanke 
nicht von der Hand zu weisen ist, daß (2a) tatsächlich eine gute Näherung eines 
strengen Rechenergebnisses darstellen würde, wenn ein solches bekannt wäre. 
Jedenfalls ist auch ohne Experiment sicher, daß (2a) der Kirchhoffschen Formel 
überlegen ist. Tatsächlich aber weicht das experimentelle Ergebnis von (2a) 
nur geringfügig ab. Das zweite Glied in der Klammer von (2a) besitzt nämlich 
für r/a = 0 nur den Wert 0,00730 und verschwindet mit steigendem r/a. Bei 


t/a —< 25 (etwa gleich dem benutzten Meßbereich) kann man daher für (2a) auch 


schreiben: 
C/r = 0,2518 r/a + 2/n. 


Davon weicht die erhaltene experimentelle Formel um höchstens 1%, ab. Diese 
Abweichung beschreibt offenbar die Abhängigkeit des Kapazitätsdefekts vom 
Plattenabstand. Es ist anschaulich, daß, je näher die Platten einander kommen, die 
untere (geerdete) Platte einen geringen aber langsam wachsenden Teil des Kapa- 
zitätsdefekts, der durch Wechselwirkung zwischen Zuleitung und oberer Platte ent- 
standen ist, wieder aufhebt. Mit dieser Annahme ist (2a) die gesuchte neue 
Ale und der Kapazitätsdefekt wird vollständig durch 


r 
Pre eee worin 0,0025 aus 0,2543—0,2518 berechnet ist und natiirlich fiir extrem 
großes r/a nicht mehr gelten kann. (Siehe darüber auch im nächsten Unterab- 
schnitt h und im Abschnitt F.) Da die besprochenen Differenzen für die Praxis 
meist verschwindend klein sind, kann man für die meisten Fälle einfach 


C/r = 0,25 r/a + 2/n (2c) 


schreiben und erhält damit das überraschende Ergebnis, daß man eine gut brauch- 
bare Formel für die Kapazität des Kreisplattenkondensators, wenn eine Platte 
geerdet ist, erhält, indem man einfach zur gewöhnlichen Plattenkondensator- 
formel die Kapazität einer einzelnen Platte im freien Raum, nämlich 2 r/z, addiert. 
Doch darf man sich durch die überraschende Einfachheit von (2c) nicht zu der 
Vermutung verleiten lassen, diese Formel gelte streng. Das kann nicht der Fall 
sein, wenn nicht sowohl (25,) als auch (2x) gerade dort, wo sie am besten gelten 
sollten, also jede an einer Grenze des Gesamtbereichs von r/a, ungenau sind. 
Der U nterschied zwisc un (x) und eo ist übrigens für ra >17 kleiner al 1%. 
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h) Die Auswertung bei Anordnung 3 (Platte—Ebere). Hie 
Hier wurden wie vorher die Geradengleichungen rechnerisch ermittelt, wobei 

die nach unten abweichenden Werte bei r/a < 1 fortgelassen wurden. Für x ergab 
sich so der Wert 0,2567 + 0,0015. Die Größe ß zeigt Tabelle 3, in Abb. 7 sind die 


Er Ergebnisse graphisch dargestellt. Die statistischen Abweichungen lagen ähnlich = 
wie vorher. Auffallend ist das hier viel größere AC/r, jetzt AC,/r, der Anordnung 3 og 
entsprechend bezeichnet, das diesmal durch Bildung von 3/r—ß gewonnen wurde, der 
da die Extrapolation der geraden Stücke auf r/a = 0 diesen Wert ergeben muß, ie 
 Rechnet man nämlich die bei Anordnung 3 gewonnenen geraden Stücke auf An- We 
er ordnung 1 durch Spiegelung um, so 
De Tabelle 3 ergeben sich wieder Geraden. Diese 
et 10 Geraden aber müssen gegenüber den 
7 a ö ß —- 3/a —ß Geraden von Anordnung 2 ebenso zu oa 
yee um = kleineren C/r-Werten ver- 
2 0,015 em 0,580 0,374 AEG 
Fr 0,050 em 0,555 0,399 schoben sein, wie sich (2x) und (lg) 
nate 0,180 om 0,535 0,419 voneinander um = unterscheiden. Ti 
tht Die Riickrechnung auf die Geraden die 
oe . wi von Anordnung 3 ergibt dann, daß 
diese um 1/z höher liegen müssen, 
i cm als die von Anordnung 2, d.h. aber, 
ao 592 m daß sie nach links verlängert, durch 
13€ 
0. gehen müssen. 
: 8 Nimmt man nun hier für 
fo 1<rja< 25 wieder an, daß der 
wahre Arstieg der C/r-Funktion ent- 
sprechend dem Ar Sin den Wert D 
2 4 6 hard %= 0,2518 besitzt, so beträgt die p 
Abweichung der Größe x von 0,2518 
_ Abb. 7. Experimentelle Ergebnisse bei An- 2 a z i 
ordnung 3 und zum Vergleich die gewöhn. hier 0,0049 gegenüber 0,0025 bei An- 1 
oe liche Formel (.) ordnung 2. Dies stützt die in der 
vorigen Ziffer ausgesprochene An- 
nahme, daß dieser Überschuß in x dem Zuleitungseinfluß zugesprochen werden ( 
muß, denn hier muß ja die die Kapazitätserniedrigung aufhebende Wirkung der e 
Gegenelektrode viel größer sein, da diese hier eine große Fläche ist. Es ist also d 


plausibel, auch hier für r/a > 1 die Ar Sin-Funktion anzusetzen. Selbstverständ- 
lich muß dabei für Anordnung 3 ein Faktor 2 vor den Ar Sin gezogen werden. 

Zur analytischen Beschreibung der zur Geradenerrechnung nicht herange- 
gezogenen Werte für r/a < 1 wurde mit Rücksicht auf den in Abb. 7 gestrichelt 
eingezeichneten, vermuteten Verlauf der Ansatz 

r 

; a n n r 
versucht, und es zeigte sich, daß die gemessenen. Werte sich innerhalb der Meß- 
 genauigkeit durch diese Funktion beschreiben ließen, wenn für y der Wert 3 ein- 
gesetzt wurde. Damit lautet die neue Formel für Anordnung 3: 
3r 
(1+ Sin Fa) -++ ———e (3a) 


j 
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Hiervon ist für den Kapazitätsdefekt jeweils 


0,0049 r/a 


r 


abzuziehen. Die e-Funktion wurde durch eine Kontrolle bestätigt, von der im 
Abschnitt G gesprochen wird. In Rechnungen zu diesem Thema tritt oft 


ar 
der Faktor e @ auf, doch erlaubte die MeBgenauigkeit die sichere Unterscheidurg 
von 3 und w nicht. Analog zu (2b) läßt sich statt (3a) für nicht zu große r/c- 
Werte auch schreiben: 


3r 
C/r = 0,2518 r/a + 3/n — e ae (3b) 


oder noch einfacher analog zu (2c): Me Sinnen 


3r 
C/r = 0,25r/a + 3 e (3c) 

4 
Durch Anwendung der Spiegelhalbierung läßt sich nun aus diesen Gleichungen für 


die Anordnung 1 entsprechend ableiten: 


6r 
Or =7,'1+—& Ein )+ (la) 
C/r = 0,2518 r/a ud: a RES lb 


Dabei sind in allen diesen Formeln die Glieder mit der e-Funktion für r/a > 1 
praktisch gleich 0. 

Der Vergleich zwischen (1x) und (lc) zeigt, daß deren Unterschied kleiner als 
1% ist, sobald r/a < 13,5 ist. Bei (3x) und (3c) gilt dies für r/a < 27. 

Schließlich sei erwähnt, daß mit (la) und (2a) das elektrostatische Problem 
„Zweiplattenkondensator‘ wenigstens empirisch innerhalb etwa 1% vollständig 
(d.h. auch für beliebige Potentiale der Platten) gelöst ist. In bekannter Weise 
erhält man die Ladungen Q,, Q, auf den Platten mit den Potentialen V, und V, 
durch 

= Q,=C0:V,+J :Vı. a; 

Darin sind C = Ca, und J = 2 Cy die w. Influenzkoeffi- 


zienten, wobei C1) bzw. C2) bedeutet, daß die Kapazität nach Sheath (la) bzw. (2a) 
einzusetzen ist. 


F. Einflu8 der Zuleitung 


Da sich die AC/r-Werte bei einer bestimmten Zuleitungsstärke als unabhängig 
von r ergaben, ist AC dem Radius proportional. Keine Proportionalität dagegen 
besteht zu 6, so daß der Zusammenhang mit 6 nicht leicht zu durchschauen war. 
Schließlich brachte der Gedanke die Lösung, daß sich der gegenseitige Einfluß 
formal vielleicht so beschreiben ließe, als ob durch die ,,abschirmende Wirkung‘“ 


¥ 
CH 
| 
- 
= 
ER 
4) 
; res 
> x 


der Platte ein Destionaies Stiick der Zuleitung auBer Aktion gesetzt würde, dessen 
Länge zum Radius in einem bestimmten Verhältnis steht. Dies führte auf den 
Begriff Kapazität des Zuleitungsdrahtes pro cm Zuleitungslänge, C,/l; und es 
zeigte sich, daß AC/r zu diesem Wert etwa proportional war. Da aber die Kapa- 


zität eines Drahtes "— — ist, worin die Konstante von der Um- 


Co/ t= k 

onst — In 6 
gebung abhängt, so war klar, daß eine Proportionalität zwischen AC/r und 6 gar 
nicht bestehen kann, Die Proportionalitat zwischen AC/r und C,/l ist dagegen 
verständlich, denn C,/l ist ja proportional der Zahl der Ladungen pro Zentimeter 
und diese sind es ja, die bei der Kapazitätserniedrigung in Aktion treten. Sorg- 


fältige Berechnung führte zu der Gleichung 
AC/r = (4,8 + 0,26) -k, Are: ri 3 


worin die mittlere quadratische Abweichung enthalten ist, wie sie sich aus den 
Messungen ergab, und worin k nicht C,/l sondern dC,/dl, genommen am Ende der 
leeren Zuleitung bedeutet. C,/l darf deshalb nicht genommen werden, weil die 
Wechselwirkung ja am Ende der Zuleitung eintritt und der Wert C,/l nur einen 
rohen Mittelwert der Verhältnisse auf der ganzen Leitung vermittelt. Erst durch 
Einführung von dC,/dl ergab sich wirkliche Proportionalität. 

Da bei Anordnung 3 das Ende der Zuleitung bei fehlender geladener Platte 
sich in der Nähe der großen leitenden Ebene befand, so war bei Anordnung 3 der 
Wert k viel größer als C,/l. Das erklärt auch, warum AC/r bei Anordnung 3 er- 
heblich größer gefunden wurde als bei Anordnung 2. 

Der Faktor 4,8 wurde in der Weise ermittelt, daß k, wie es für jede Draht- 
stärke gemessen und durch Rechnung kontrolliert worden war, in die Ergebnisse 
für AC eingesetzt wurde. 

Bei den kleinsten Platten (r = 3 cm) ergab sich die Konstante « etwas größer 
und ß etwas kleiner als bei den größeren Platten. Daraus kann man schließen, 
daß die letztgenannte Formel schlechter gilt, wenn r nicht > ist. Doch waren 
diese Abweichungen klein, so daß der Zuleitungseinfluß für radiale Zuleitung bei 
Anordnung Platte-Platte durch 


—A'C,/r = — 4,8 - k + 0,0025 r/a | 
und bei Anordnung Platte-Ebene durch 
—A'C,/r =—4,8-k + 0,0049 


beschrieben werden kann. 
Für die Anordnung 1 erhält man mittels des Verfahrens der Spiegelhalbierung 


aus —A'C,/r: | 
—A'C,/r = — 4,8 -k + 0,0049 r/a 
(gültig für beide Zuleitungen zusammen). 


Dieses Ergebnis ist von gewisser Bedeutung. Bei ‘lien Potentialdifferenz 
zwischen den Platten ist nimlich bei Anordnung 1 die Ladungsmenge auf einer 
PlattenauBenseite und ihrer Zuleitung etwa halb so groß wie bei Anordnung 2. 
Daher muß trotz zweier Zuleitungen in Anordnung 1 das Glied 4,8. k bestehen 
bleiben. Dagegen muß die abstandsabhängige Wirkung einer Platte auf die 
‚Außenseite der anderen und auf deren Zuleitung zweimal in Erscheinung treten. 
Da die auf Grund der angegebenen Annahmen hierfür gefundenen Faktoren 


sicher 
wegel 
krepa 
festzı 

E 
und ¢ 
Dazu 
die I 


dara 


ie ae 336 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 12. 195 ee 
| 0,004° 
und di 
betrac 
In 
Vogt 
ander: 
| geht \ 
aber : 
berec! 
Abge: 
unabl 
|_| 
mitg 
Kre 
auf 
etw. 
ria 
(3a) 
ext! 
son 
lau 
Fo 


ung 


W.v. Guttenberg: Der genaue Wert der Kapazität des Kreisplattenkondensators 337 


0,0049 bzw. 0,0025 betragen, dürfen nun auch diese Annahmen als bestätigt 


und die Beweiskette e für die Gin. la), (2a) und (3a) als ler 2 


6. Vergleich mit Vilbigschen Dachantennen-Messungen 


In den am Ende zitierten Schriften beschreibt Vilbig Messungen, die er mit 
Vogt an einem vertikalen Antennenmast gemacht hat, an dessen Spitze unter 
anderem horizontale Kreisdächer verschiedener Größe angebracht wurden. Er 
geht vor allem auf das dynamische Verhalten so gebildeter Antennen ein, beschreibt 
aber auch, wie die gemessenen statischen Kapazitätswerte stets weit hinter den 
berechneten zurückblieben, wobei er die Ollendorfsche Formel (30) benutzt. 
Abgesehen davon, daß dieser Formel die erwähnte Annahme (Ladungsverteilung 
unabhängig vom Plattenabstand, Abschnitt Aaß) zugrunde liegt, an der es 
sicher liegt, daß sie von den Ergebnissen des Verfassers so weit abweicht, wäre 
wegen der gegenseitigen Beeinflussung zwischen Mast und Dach eine große Dis- 
krepanz auch zwischen einer strengen Formel und den Meßergebnissen von Vilbig 
festzustellen gewesen. 

Es war nun von besonderem Interesse, die hier gewonnenen Formeln — (3a) 
und die Formel für AC — auf die von Vilbig mitgeteilten Zahlenwerte anzuwenden. 
Dazu mußte der Wert k aus den Daten des Mastes rechnerisch ermittelt werden; 
die Kapazität eines vertikalen Mastes ist: 


Setzte man hierin die Masthéhe und -Dicke ein, so wurden die vier von Vilbig 
mitgeteilten MeBwerte für die Erhöhung der Mastkapazität durch Anbringen der 
Kreisdächer unter Anwendung der Formel des Verfassers 


auf knapp 1% genau bestätigt. 2 

Dieses Ergebnis ist zweifach bemerkenswert: : u 
Erstens lagen die r/a-Werte bei Vilbig zwischen Ir 37 

etwa 0,1 und 0,5, während Verfasser Messungen erst von 1 

r/a = 0,35 an besaß, so daß sich eine Bestätigung von 42% Jo! 

(8a) und damit von (la) auch auf dem vom Verfasser «Oy 

extrapolierten Gebiet ergab. 


Zweitens ist es sehr wichtig, daß die Formel für ; 
den Einflu8 der Zuleitung offenbar auch dann gilt, eg Me Messungen 
wenn diese nicht von außen her an die Platte führt, Jo" 'ı ig (x x X x). 
‘ D Zum Vergleich die ein- 
sondern im Hauptfeld des Kondensators vertikal ver- fache Formel (0), die 
läuft. Formel von Ollendorf 


i For- 
Abb. 8 zeigt die Meßwerte von Vilbig und die (80) = = =? hmm. 


Formel (3a), sowie die Ollendorfsche (3a) 


Ya 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 12 


f den 
nd eg 
Capa- 
= 
Um- 
6 gar Br 
gegen x 
neter 
Sorg- 
Per 
; den 
e der 
l die 
:inen 
urch 
latte 
der 
3 er- 
ht. 
nisse 
ößer 
Ben, 
- 
aren 
bei > 
> 
| 
ne 
enz 
ner 
hen 
die 
en. = 
ren § 
= 


2. Wenn eine der Platten geerdet ist: 
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H. Zusammenstellung der neuen Formeln 


a) Der Kapazitätsdefekt ergab sich experimentell bei axialer Zuleitung zu 


AC =4,8-r-k, 


worin r den wi k = dC,/dl den der Kapazität ¢ det leeren 
Zuleitung bedeutet, der bei Verlängerung des offenen Endes um 1 cm beobachtet 
wird, und wobei der geringfügige Einfluß des Plattenabstandes (vgl. Abschnitt F) 
nicht beachtet ist. AC liegt meist in der Größenordnung von 0,2...0,4 r, kann 
also bis etwa !/, so groß wie der Randfehler sein. 


b) Die mit etwa 1% Genauigkeit für beliebigen Plattenabstand gültigen neuen 
empirischen Formeln für die Kapazität des Kreisplattenkondensators lauten für 
Platten verschwindender Dicke in für die Praxis abgerundeter F Form: 


1. Für entgegengesetzt gleich geladene Platten: Ip 


3. Für 3. Für goerdete Ebene statt geerdeter Platte: 


Aus 1. und 2. lassen sich in bekannnter Weise die Ladungen bei beliebiger 
Potentialverteilung errechnen. Die Formeln gelten auch dann, wenn wie bei 
Schirmantennen die axiale Zuleitung statt von außen von innen an die geladene 
Platte heranführt. Sämtliche bis- 
herigen Formeln für Zweiplatten- 
anordnungen dürfen für alle prakti- 
schen Berechnungen als durch die 


— 
y Za 


Abb. 9. Die neuen Formeln für die ver- 


schiedenen Fälle: 
(la): Platte (+ gel.) — Platte (—gel.), 
(2a): Platte (gel.) — Platte (geerdet), 
(3a): Platte (gel.) — Ebene (geerdet). 
Zum Vergleich die einfache Formel (0) 


neuen Formeln iiberholt betrachtet 
werden. Diese sind in Abb.9 zu- 
sammen graphisch dargestellt. 

c) Die für diese Anordnungen be- 
kannten Korrekturformeln für Platten- 
dicke +0 haben sich bewährt. Da- 
gegen wurde die bisher bekannte 
Dickenkorrekturformel für den Kon- 
densator aus drei gleichen Platten 
durch eine neue ersetzt: 


f(z) = (1+ 2) m(1+ 
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Zur Flusreszenz organischer Substanzen bei Anregung 
mit schnellen Elektronen und y-Strahlen unter besonderer 
Berücksichtigung der Konstitutionsspezifität 


Von Lieselott Herforth und Dietrich Rosahl 


(Mit 8 Abbildungen) 
Inhaltsiibersicht 


_ Zur Klärung der Frage der Konstitutionsspezifität der Lichtausbeute bei An- 
regung mit schnellen Elektronen und harten y-Strahlen wurden Fluoreszenzaus- 
beutemessungen an 1, 3, 5-Triphenylpyrazolin, einigen seiner halogensubstituierten 
Derivate, dem Dihydrocollidindicarbonsäurediäthylester und %um Vergleich an 
Naphthalin, Anthracen und Stilben ausgeführt. Die relativen Energie- und 
Quantenausbeuten sowie technischen Ausbeuten wurden errechnet, z. T. mit 
UV-Quantenausbeuten verglichen und die Eignung der Substanzen als Leucht- 
stoffe für Szintillationszähler geprüft. Der sich aus den Messungen ergebende Zu- 
sammenhang zwischen Konstitution und Ausbeuten wird diskutiert. | 1 


1. Einführung 


In Fortsetzung kürzlich durchgeführter Untersuchungen!) über die Fluoreszenz 
organischer Verbindungen bei Anregung mit Röntgenstrahlen haben wir uns in 
der vorliegenden Arbeit mit der Frage nach der Konstitutionsspezifität der Licht- _ 
ausbeute bei Anregung mit schnellen Elektronen und harten y-Strahlen befaßt. 
Dies ist ein Problem, das nicht nur ein allgemeines wissenschaftliches, sondern auch 
ein gewisses praktisches Interesse für die Entwicklung neuer Leuchtstoffe für 
Szintillationszähler besitzt. Untersuchungen, die sich mehr mit der letzteren 
Fragestellung befaßten, sind in den Jahren 1948—1950 zuerst von Kallmann?) 
und Mitarbeitern und Herforth *) *) 5), sodann von verschiedenen amerikanischen 
Autoren®) an einfachen Kohlenwasserstoffen, wie Anthracen, Naphthalin, Di- 
phenyl, Stilben usw., durchgeführt worden. Diese Autoren bemühten sich im 
wesentlichen, durch Variation der Schichtdicke der Substanzen oder durch Ver- 
wendung von Einkristallen möglichst hohe Lichtausbeuten zu erzielen, ohne die 
für theoretische Problemstellungen notwendige Reinheit der Stoffe ausreichend 
zu berücksichtigen. In den von uns durchgeführten Arbeiten wurde gerade dieser 


1) O. Neunhoeffer u. D. Rosahl, Fluoreszenz organischer Verbindungen bei An- 
regung mit Röntgenstrahlen. Z. Elektrochem. „im Druck. 
2) I. Broser, L. Herforth, H. Kallmann u. U. Martius, Z. Naturforschg. 3a. 
6 (1948). 
3) L. Herforth, Dissertation T. U. Berlin (1948). 
2 4) L. Herforth u. H. Kallmann, Ann. Physik 4, 231 (1949). 
5) L. Herforth, Ann. Physik 7, 312 (1950). 
§) Ausführliche Zusammenstellung siehe bei: Haale, 88, 176 (1951). 


L 


Punkt 
gungs\ 
worfer 


Zu 
logens 
als V 
tutior 
halbe 
Abb. 


rer 


| 
| 


ung 
rer 


An- 
ZAUS- 
rten 
1 an 

und 

mit 
cht- 

Zu- 


L. Herforth u. D. Rosahl: Fluoreszenz bei Anregung mit schnellen Elektronen 341 


Punkt besonders beachtet und die Substanzen einem speziell ermittelten Reini- 
gungsverfahren, das genauer an anderer Stelle’) beschrieben worden ist, Br. 


worfen. 


2. Untersuchte Substanzen rf 


Zur Untersuchung gelangten das 1,3,5-Triphenylpyrazolin, einige seiner ha- 
logensubstituierten Derivate, der Dihydrocollidindicarbonsäurediäthylester sowie 


als Vergleichssubstanzen das Naphthalin, Anthracen und Stilben. Die Konsti- 
tutionsformeln dieser Verbindungen sind in Abb.1 angegeben. Der Einfachheit 
halber sind im folgenden die Substanzen nicht namentlich, sondern mit der in 


Abb.1 eingeführten Nomenklatur bezeichnet. fe 
A 


N 


1,3 ‚ö-Triphenylpyrazolin: R'=H; R=H: TPP 


und seine Derivate: 

=H; R=Cl: 3-Cl TPP 
R' =H; R = Br: 3-Br TPP 
= R’ = Br; R=H: 5-BrTPP 


= chs 4 : 


H 
Dihydrocollidindicarbonsäurediäthylester: 


Abb. 1. Untersuchte Substanzen 


3. Experimentelles 


Unsere Versuchsanordnung geht aus der Abb. 2 hervor. Die zu untersuchende, 

in Pastillenform gepreBte Substanz wurde auf das Fenster einer blauempfindlichen 
7) D. Rosahl, Fluoreszenzspektren und Quantenausbeuten einiger fester organischer 
Substanzen bei UV-Anregung. Ann. Physik, im Druck. 
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Vervielfacherphotozelle der Firma Maurer gelegt. Diese hat bei 2200 V Betriebs- 
spannung eine 10*fache Verstärkung; die maximale spektrale Empfindlichkeit 
liegt bei 3700 Ä. Das zur Anregung dienende etwa 35 mg starke Radiumpräparat 
war in dünnwandiges Glas eingeschmolzen und 5 mm über der Substanz angeordnet, 
Zwischen Radium und Substanz wurden bei den y-Strahlmessungen Fe-Absorber- 
schichten zur Absorption der Elektronen eingeschoben. — Die durch die y-Strah- 
lung in der Fe-Schicht erzeugten Sekundärelektronen trugen zur Fluoreszenz 
keinen meßbaren Wert bei. — Der Vervielfacherstrom war ein Maß für das in 
der Leuchtsubstanz erzeugte Fluoreszenzlicht. Die Beeinflussung des Verviel- 


“a Ra fachers durch die anregende 
e Fe. Absorber Strahlung selbst war nur 
A alee —, Substanzhalter mit Pastille sehr gering und wurde bei den 

E oe . . 
Messungen berücksichtigt. 


Die gereinigten Leucht- 
substanzen gelangten, wie 
oben schon angedeutet, in 

Form möglichst gleichmäßig 

Ab. 3. gepreßter Pastillen zur Mes- 

sung. Einkristalle konnten für diese Untersuchungen nicht verwendet werden, 
da Beobachtungen zeigten, daß das Fluoreszenzlicht nur aus bestimmten Kristall- 
flächen austritt. Wegen der verschiedenen Kristallformen der untersuchten Sub- 
stanzen ist es daher kaum möglich, bei allen Verbindungen stets einen gleichen 
relativen Anteil des gesamtemittierten Lichtes räumlich zu erfassen. Die in alle 
Richtungen des Raumes orientierten Kristallite der Pastillen zeigen im Gegensatz 
hierzu eine vollkommen homogene Leuchtdichte, die bei unserer Versuchsanordnung 
einen einwandfreien und reproduzierbaren Vergleich der Lichtausbeuten verschie- 
dener Substanzen ermöglichte. Der Nachteil der Pastillen gegenüber den Einkristal- 
len, der darin besteht, daß bei größeren Schichtdicken das im Inneren der Substanz 
erzeugte Fluoreszenzlicht eine grö- 
Bere Streuung und damit eine ver- 
mehrte Reabsorption erfährt, läßt 
sich durch Messungen der Abhängig- 
keit der Lichtausbeute von der 
Schichtdicke und Anwendung des 


1 Sekundärelektronen-Vervielfacher 


Betastrahlung bekannten Tangentenverfahrens *) ) 
ZZ eliminieren, zumal unsere stark ge- 
Gammastrahlung preBten Pastillen eine verhiltnis- 


mäßig gute Durchsichtigkeit zeigten. 


0 1 2 3 
Abb. 3. Fluoreszenzintensität einer 189 mg/cm? ines selbst _ 
dicken DHC-Schicht bei Anregung mit Radium- Zuni ; ich 
Strahlung als Funktion von der Fe-Absorber- unächst erwies es sich als not- 
schichtdicke wendig, die Art der Strahlung zu 


bestimmen, die aus unserem Radium- 
präparat austrat. Hierzu wurde eine Schicht des DHC von der Massenbelegung 
189 mg/cm? unter Zwischenschaltung verschieden starker Fe-Absorber angeregt 
und die Fluoreszenzintensität als Funktion der Dicke der Fe-Absorberschicht 
gemessen. Abb. 3 zeigt das Meßergebnis, aus dem man entnimmt, daß das 
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Präparat eine starke f- und y-Strahlung besitzt und daß eine 2 mm dicke 
Fe-Schicht genügte, um alle primären Elektronen zu absorbieren. Wir haben 
demzufolge zur Messung der Lichtausbeute bei y-Anregung einen 2 mm-Fe- 
Absorber zwischen Präparat und Leuchtsubstanz eingeführt. Der der ß-Anregung 
zuzuordnende Leuchtanteil ließ sich aus der Differenz der Leuchtwerte mit und 
ohne Absorber bestimmen. 


b) Fluoreszenzanregung durch schnelle Elektronen und y-Strahlen 
In den Abb. 4 und 5 sind die Fluoreszenzintensitäten der 9 untersuchten Sub- 
stanzen bei Elektronenanregung, in den Abb. 6 und 7 die entsprechenden Werte 
bei y- Quantenanregung in 
Abhängigkeit von der 
Schichtdicke in mg/cm? 
aufgetragen. Zur Auswer- 


tung wurden die ee Va 
im Nullpunkt an dise _ 


Kurven gelegt und aus 
den Anstiegen (abgelesen 
bei 100 mg/cm?) die rela- 


tiven wahren inneren Licht- 
ausbeuten erhalten. Diese 
Werte, die in der Tabelle 1, 
Spalte 2, zusammengefaBt 
sind, gestatten aber noch nan a 


Fluoreszenz-Intensii 
Ss 


keinen exakten Vergleich 700 200 Imglcm“] 
der Leuchteubstansen _ Schichtdicke 
untereinander, da die Ver- Abb. 4 


bindungen in verschiedenen 
Spektralgebieten fluore- 
szieren und die spektrale 
Empfindlichkeit des 
PSEV®) nicht berücksich- 
tigt ist. Zur Eliminierung 


| 


dieses Einflusses wurden | 

nach einem graphischn N L_s 
Verfahren, das in einer der Schichtdicke 
erwähnten Arbeiten?) näher Abb. 5 ep 


Abb. 4 u. 5. Fluoreszenzintensität als Funktion dee 
rechnungsfaktoren (siehe Schichtdicke verschiedener Substanzen bei 


Spalte 3) gewonnen®), mit mit schnellen Elektronen 
8) PSEV = Abkürzung für Photosekundärelektronenvervielfacher. 3 


®) Die hierfür benötigten Fluoreszenzspektren wurden für alle Verbindungen aus 
der erwähnten Arbeit’), soweit dort gemessen, entnommen. Dieses Verfahren erscheint 
für unsere Zwecke hinreichend, da in der Literatur?) sowie aus eigenen subjektiven Beob- | 
achtungen bekannt ist, daß die Spektren relativ dünner Substanzschichten bei UV- und. 
ß- bzw. y-Anregung übereinstimmen. Als Naphthalinspektrum wurde das von Berta 
gemessene benutzt. Die Lage des Spektrums des festen Stilbens konnte rechnerisch aus 
dem bekannten Spektrum!®) in Xylollösung abgeschätzt werden, in dem dieses um ae = 
Betrag nach längeren Wellenlängen hin verschoben wurde, um den das bekannte Di phenyl- ide 
butadienspektrum beim Übergang Lösung — fest verschoben ist. a 
16) K. W. Hauser, R. u. E. (B) 29, (1935). 
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Bes deren Hilfe man die in der Spalte 4 angegebenen physikalischen nines: und 


- Quantenausbeuten erhält. Diese Werte, bezogen auf Anthracen = 100, stellen 
ein exaktes Maß für die relativen Lichtausbeuten dar, da, wie durch eine 
besondere MeBreihe festgestellt wurde, die Absorption der eingestrahlten ß- und 
y-Teilchen in der Pastille bei 
allen Substanzen wegen der 


id hohen Energie der Quanten 
innerhalb der Fehlergrenzen 
Dre pa er Tabelle 1 sind zum 
| Vergleich die relativen Quanten- 

N soweit sie in der erwähnten 

— / Arbeit gemessen worden sind, 

N Von praktischer Bedeutung 
A N ae sind noch die technischen Aus- 
intensitäten, die überhaupt 
maximal mit den betreffenden 
ad | Substanzen erreicht werden 
kénnen. Wir haben hierzu die 
maximal gemessenen Fluore- 

100 = 30 syenzintensitäten in die Spalte3 
der Tabelle 2 bei ß- und y- 
— = ER Abb. 6 Strahlenanregung eingetragen. 
Um zu vergleichbaren Werten 
FCLTPP fiir die technischen Ausbeuten 
Oo . zu gelangen, wurden diese Werte 

wieder in bekannter Weise 
korrigiert und in der Spalte 5, 
auf Anthracen = 100 bezogen, 
rn aufgefiihrt. Man muB allerdings 
darauf hinweisen, daB im allge- 

Bu meinen die so ermittelten tech- 
200 Imglem? 300 nischen Ausbeuten bei undurch- 

Er Schichtdiche sichtigen Substanzen mit 
Abb. 7 Fehlern behaftet sind, da bei 


Abb. 6u. 7. Fluoreszenzintensität als Funktion der starker Absorption der Sub- 

Schichtdicke verschiedener Substanzen bei An- stanzen für das eigene Fluo- 

regung mit y-Strahlen reszenzlicht der kurzwellige 

Teil des Fluoreszenzspektrums 

ep: wird und sich somit der Korrekturwert verändert. Orientierende 

Versuche haben jedoch gezeigt, daß dieser Fehler für unsere Betrachtungen nicht 
ins Gewicht fällt. 

Zum Vergleich mit Literaturangaben®) haben wir glasklare, mit Anthracen 
aktivierte Polystyrolkörper (mit 0,1 und 1% Anthracengehalt) vom Querschnitt 
unserer gepreßten Pillen in verschiedenen Dicken hergestellt und diese mit unserem 
6 Radiumpräparat angeregt. Hierbei zeigte es sich, daß selbst ein 5 cm dicker Poly- 
ace 
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Relative physikalische Lichtausbeuten 
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1 2 3 
Relative physikalische 
| Tangentenanstieg 17 Energie- u. Quantenaus- ER 
Substanz | im Nullpunkt Umrechnungs- beuten bei Anregung Pie it en 
(Skt./100 mg/cm?) mit ß- u. y-Strahlen UV Licht. 
| (Anthracen = 100) _— 
Ts T, Fr E; % | Q, Qov 
Stilben 140 58 | 2,23 | 2,29 | 313 | 313 | 364 | 366 ? 
TPP .. 59 28 1,41 | 1,84 | 208 | 213 | 191 | 197 100 
DHC . 61 24 1,53 | 1,97 | 198 | 189 | 184 | 177 103 
3.01 TPP 50 20 1,28 | 1,73 | 194 | 188 | 172 | 168 99 
>01 TPP 46 19 | 1,51 | 2,00 | 15% | 157 | 137 | 138 93 
3Br TPP 32 12 | 1,23 | 1,61 | 129 | 118 | 118 | 109 75 
5Br TPP . 33 13 1,28 | 1,85 | 128 | 123 | 106 | 101 96 
Naphthalin . . 52 21 | 2,50 | 2,50 | 104 | 101 | 124 | 122 | ? 
Anthracen . - 34 14 | 1,69 | 2,03 | 100 | 100 | 100 | 100 100 
Tabelle 2 
Relative technische Lichtausbeuten 
1 2 | 3 4 5 
‘ Relative technische 
‘Maximum des} Max. gemessene | 
| Umrechnungs- Energie- u. Quanten- 
Substanz | wad faktoren ausbeuten bei Anregung 
mit u. y-Strahlen 
(A) Fz | Fe EF, | | | % 
| 
Stilben 4100 110 | 80 2,23 | 2,29 | 380 | 416 | 444 | 506 
aS 4480 34 | 20 1,41 | 1,84 | 185,5| 171 | 171 | 157 
DHC . 4420 | 49 35 1,53 | 1,97 | 246 | 276 | 230 | 285 
3C] TPP 4545 48 35 1,28 1,73 | 288 | 330 | 257 | 293 
>C1 TPP 4420 29 16 1,51 2,00 | 147,65; 128 | 134 | 116 
3»Br TPP 4650 25 14 1,23 1,61 | 156 | 137,5 143,5| 126 
ur .. 4520 22 14 1,28 1,85 132 131,5; 110 110 
Naphthalin . . 3950 | 43 28 2,50 2,50 | 132 | 136 | 159 | 163 
4240 | 
Anthracen . . je) 22 14 1,69 2,03 | 100 | 100 | 100 | 100 
4570 | | | 


styrolkérper bei weitem nicht die Leuchtwerte unserer gepreßten Pillen (z. B. 
des DHC) erreichte. 

Zum Schluß wurde noch mit einer Sekundärelektronenvervielfacheranordnung 
zur Messung von Einzelteilchen die Eignung unserer Substanzen als Leuchtstoffe 
für Szintillationszähler für schnelle Elektronen geprüft. Der Sekundärelektronen- 
vervielfacher war vom Typ 931 A und hatte eine maximale spektrale Empfind- 
lichkeit bei 4200 A. Mit allen unseren Substanzen konnten Elektronen gezählt 
werden. Besonders gut eigneten sich für unseren Vervielfacher die Substanzen 
Stilben und 3-Cl TPP. 


Diskussion 


Aus einer vergleichenden Betrachtung der Spalten 4 und 5 in Tabelle 1 ist 
deutlich zu ersehen, daß Verbindungen, die bei UV-Anregung fast die gleichen 


Quantenausbeute 
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7 . . . . . . . 
weisen, wie dies schon bei Anregung mit weichen Röntgenquanten in einer der 


= erwähnten Arbeiten!) gefunden worden ist. So haben z.B. der DHC, das TPP 
und das Anthracen bei UV-Anregung ungefähr die gleichen Quantenausbeuten, 
ad bei Anregung mit ß- oder y-Strahlen haben dagegen die beiden ersten Verbindungen 
_ fast doppelt so große Ausbeuten wie das Anthracen. Die beste Energie- bzw. 
_ Quantenausbeute!!) von allen untersuchten Substanzen hat das Stilben. 
Die halogensubstituierten Derivate des TPP besitzen eine schlechtere E- 
el und Q-Ausbeute als der Grundkörper selbst, und zwar fluoreszieren die Bromver- 
bindungen schlechter als die an der gleichen Stelle im Molekül substituierten CI- 
Verbindungen. Dieses Ergebnis ist ebenfalls schon bei der Untersuchung der 
- Fluoreszenzausbeuten bei Anregung mit weichen Röntgenstrahlen!) gefunden 
worden, wobei sich die damals mituntersuchten Jodverbindungen in diese Reihen- 
folge einordneten. Eine Erklärung hierfür scheint uns folgende Überlegung zu 
bieten: Die Halogenatome entziehen den eingestrahlten Elektronen bzw. den von 
den Röntgenquanten erzeugten Sekundärelektronen Energie, die je nach der 
Stärke der Kopplung der Halogenatome mit der r-Elektronenwolke!?) auf diese 
übertragen und als Fluoreszenzlicht ausgestrahlt oder auf einem anderen Wege 
in Wärme verwandelt werden kann. Eine Aussage über die Kopplung zwischen 
dem Halogen und der z-Elektronenwolke ermöglicht ein Vergleich der Fluore- 
szenzspektren der Halogenverbindungen mit dem des Grundkörpers. Die Halogen- 
substitution am Phenylkern 5 bewirkt nur eine geringfügige Verschiebung des 
TPP-Spektrums, deren Größe und Richtung) auf eine wesentliche Kopplung 
nicht schließen läßt. Beim 3-Cl TPP ist das Spektrum um 65 A, beim 3-Br TPP 
um 165 A nach längeren Wellenlängen hin verschoben, was nur auf eine schwache 
Kopplung hindeutet. Die Verschlechterung der Lichtausbeuten läßt sich also auf 
die fehlende bzw. schwache Kopplung zurückführen, wodurch ein Teil der primär 
vom Halogen absorbierten Energie für die Lichtemission verloren geht. Weiter- 
\ * ist die Ursache des Absinkens der Lichtausbeute mit steigendem Atomradius 
_ des Halogens darauf zurückzuführen, daß mit der Vergrößerung des Wirkungs- 
ae mehr Energie vom Halogen primär absorbiert wird. 


Was die technischen Lichtausbeuten anbetrifft, so sieht man aus der Tabelle 2, 
daB das an der Grenze des sichtbaren Spektralgebietes 1) fluoreszierende Stilben die 
größten technischen Lichtausbeuten hat. Von den blau fluoreszierenden Sub- 
stanzen zeigt das 3-Cl TPP und der DHC gute Ausbeuten. Bemerkenswert ist 
die aus den Abb. 6 und 7 ersichtliche Tatsache, daß eine Halogensubstitution am 
Phenylkern 3 eine bedeutende Steigerung der Durchlässigkeit der Pastillen gegen- 


11) Im folgenden E- und Q-Ausbeute abgekürzt. 
ee 12) Für die Fluoreszenzfähigkeit im sichtbaren Spek- 


H tralgebiet sind nur die von den Phenylkernen 1 und 3 

. sowie von der —N—N =C-Gruppe gelieferten r-Elektronen 

R G 5 und die —C,—C,-Briicke (ausgezogen gezeichnet) verant- 

wortlich. Der Phenylkern am C, beeinflußt zwar etwas 

5 rly 1 die Lage des Spektrums, ist aber für die Fluoreszenzfähig- 

N als solcher nicht entscheidend. Ausführlicher siehe !) 


m 13) Bei der Cl-Substitution wird das Spektrum um 
_ 65A nach kürzeren, bei der Br-Substitution um 35 Ä 
nach längeren Wellenlängen hin verschoben. 
14) Die Lage des Maximums des Emissionsspektrums 
8. Triphenylpyrazolin ist in der Spalte 2 der Tabelle 2 angegeben. 
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über dem Grundkörper (TPP) und seiner am Phenylkern 5 substituierten Halogen- 
verbindungen bewirkt. 

Da, wie auch oben erwähnt wurde, selbst dünne Pastillen unserer Substanzen 
den häufig verwandten Polystyrolkörpern überlegen sind, empfiehlt es sich, als 
Leuchtmasse für Szintillationszähler, je nach der spektralen Empfindlichkeit 
des PSEV, die relativ leicht herzustellenden Pastillen der Substanzen Stilben 
oder 3-Cl TPP bzw. DHC zu benutzen. 


Zusammenfassung 


Pastillen verschiedener Dicke von 1,3,5-Triphenylpyrazolin und einigen seiner 
halogensubstituierten Derivate (Halogene: Cl und Br), Dihydrocollidindicarbon- 
säurediäthylester und zum Vergleich von Naphthalin, Anthracen, Stilben wurden 
mit schnellen Elektronen und y-Strahlen angeregt und die dabei entstehende 
Fluoreszenzstrahlung mit einer PSEV-Anordnung gemessen. Verschiedene Her- 
stellungschargen ergaben bei allen Substanzen nach mehrmaligem Umkristalli- 
sieren.innerhalb der Fehlergrenzen von +3% streng reproduzierbare Leuchtwerte. 
Aus den Meßkurven wurden nach dem Tangentenverfahren die physikalischen 
Ausbeuten ermittelt. Stilben ist von den hier untersuchten Substanzen diejenige 
mit der besten Energie- und Quantenausbeute bei B- und y-Strahlenanregung; es 
folgen die Substanzen TPP, DHC und die Derivate des TPP. Bei den halogen- 
substituierten Derivaten sinkt die Ausbeute mit steigendem Atomradius des Halo- 
gens. Am schlechtesten fluoreszieren Naphthalin und Anthracen. Stilben, 3-Cl 
TPP und DHC haben wegen ihrer guten Durchlässigkeit für das eigene Fluore- 
szenzlicht die besten technischen Ausbeuten und sind daher als Leuchtsubstanzen 
für Szintillationszähler sehr geeignet. 


Herrn Professor Neunhoeffer verdanken wir die Anregung zu dieser Arbeit. 
15) Die Herstellung und Reinigung der Präparte wurde von der Chemischen Abteilung 
des Instituts für Festkörperforschung, die Messung der Lichtausbeuten in der Abteilung 
Biophysik des Instituts für Medizin und Biologie durchgeführt. 


Berlin-Buch, Institut für Festkörperforschung und Institut für Medizin und 
Biologie der Deutschen Akademie der Wissenschaften "*). A 


(Bei der Redaktion eingegangen am 5, Dezember 1952.) 3 
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im Vergleich mit einer Normalbeleuchtung 
durch eine neue Abstandsdefinition en 


Inhaltsübersicht 


Die Kennzeichnung einer Beleuchtung durch Farbtemperatur oder Farb- 
koordinaten im Farbendreieck gibt keine befriedigende Aussage über die Ab- 


Von Hans-Walter Bodmann 


_ weichung von einer Normalbeleuchtung — insbesondere, wenn die Beleuchtung 


in ihrer spektralen Zusammensetzung wesentlich von linienhafter Emission be- 
stimmt wird. Eine Beleuchtung ist vielmehr durch ihre spektrale Verteilungs- 
funktion oder, was mathematisch unter gewissen zusätzlichen Bedingungen gleich- 
wertig ist, durch eine Zahlenfolge zu erfassen. Die Abweichung von einer Normal- 
beleuchtung ist dann durch einen „Abstand“ von Funktionen charakterisiert. 
Dieser Abstand wird durch Forderungen gekennzeichnet, die erfüllt werden von 
einer Verallgemeinerung des Hilbertschen Abstandsbegriffes für Beleuchtungs- 
funktionen nach Wolter?). Die Erweiterung des Hilbertschen Abstandsbegriffes 
liegt, abgesehen von der physikalisch notwendigen Normierung, darin, daß für 


die Verteilungsfunktionen eine Art Mittelbildung mit der Umgebung zugelassen 
wird. 


gemessen und daraus der Abstand d vom Tageslicht ermittelt: 


Tageslicht d=0,00 
Sonnenlicht d = 0,06 sah 
Glühlampe (mit Klarglashiille) d = 0,16 Bh ae, 


Tageslichtlampe (Leuchtstoffréhre) d= 0,24 


d= 1 wäre nach Definition der maximale Abstand, den zwei Beleuchtungen 
überhaupt haben können. Das Ergebnis der Messungen steht in Übereinstimmung 
mit der qualitativen Beurteilung der untersuchten Lichtquellen für die Verwendung 


1) Eine ausführliche Darstellung wird in der Dissertation des Verfassers gebracht. 
%) Diese Abstandsdefinition und der theoretische Teil der Arbeit entstammen der 
„Farboperatorenlehre‘‘ H. Wolters (‚Ziele und Wege der Farboperatorenlehre‘‘, Vor- 
trag vor dem Deutschen Fachnormenausschuß Farbe in Göttingen am 26. 9. 1951). 
Die Farboperatorenlehre ist die konsequente Fortführung derin H. Wolter, Ann. Physik 


(6) 8, 11 (1950) veröffentlichten „Ansätze zu einer physikalischen Farbenlehre“; sie er- 
_ faBt den objektiven und von anthropezentrischen Bestandteilen nach Möglichkeit be- 


freiten Inhalt des Wortes Farbe begrifflich durch die Farboperatoren, die einer jeden 
Funktion (Beleuchtung) eine neue Funktion (spektrale Verteilungsfunktion des von 
einem Körper ausgehenden Lichtes) zuordnen und numerisch z. B. als Matrizen geschrieben 
werden können. 


Von einigen wichtigen Lichtquellen wurde die spektrale Energieverteilung. 
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als Tageslichtersatz. Leuchtstofflampen täuschen oft sehr viel stärkere Verän- 
derungen von Körperfarben vor als Glühlampen. Diese Erscheinungen werden 
von der neuen Abstandsdefinition richtig erfaßt, während die Kennzeichnung 
einer Beleuchtung durch ihren Punkt im Farbendreieck meistens derartigen Leucht- 


stofflampen den kleineren Abstand vom Tageslicht zuordnet. 


$ 1. Einleitung 


Die Entwicklung von künstlichen Lichtquellen mit dem Ziel einer Steigerung 
der Lichtausbeute hat zu Gasentladungs- und Leuchtstofflampen geführt. Durch 
ihre linienhafte Emission oder deren Überlagerung mit kontinuierlicher Fluore- 
szenzstrahlung ergeben sich in der spektralen Zusammensetzung große Abweichun- 
gen von der Temperaturstrahlung fester Körper und der Strahlung natürlicher 
Lichtquellen. Gegenüber Tageslichtbeleuchtung treten daher für alle Körper, 
deren Reflexion von der Wellenlänge abhängt, Veränderungen des Farbeindruckes 
und der Leuchtdichteverhältnisse auf. Wenn es nur auf Kontrastwirkungen oder 
auf übertriebende Farbeffekte ankommt, kann man auf eine ,,farbrichtige‘‘ Wieder- 
gabe der Gegenstände vielfach verzichten oder sogar linienhaft emittierende Licht- 
quellen bevorzugen, z.B. bei Straßenbeleuchtung, Signallampen, Reklamebe- 
leuchtung, Effektbeleuchtung von Kleiderstoffen u.a. Eine „veränderte Farb- 
wiedergabe“ steht aber der Verwendung solcher Lichtquellen entgegen, wenn sie 


‘als vollwertiger Ersatz für Tageslicht dienen sollen. Einmal entfällt die Zuord- 


nung von Farben als Kennzeichnungsmittel verschiedenster Art. Zum anderen 
spielen psychologische Gründe eine Rolle wie z. B. bei scheinbaren Farbverän- 
derungen von Lebensmitteln, Kleiderstoffen, Haut- und Kosmetikfarben. 

In solchen Fällen benötigt man zur Beurteilung einer vorgegebenen Beleuch- 
tung eine sinnvolle Aussage über ihre Abweichung von einer Normalbeleuchtung. 
Betrachten wir zunächst die bisher verwendeten Begriffe. Die Kennzeichnung 
eines Lichteindruckes durch eine Farbtemperatur wird bei Nichttemperatur- 
strahlern sehr vieldeutig, auch dann, wenn man mit Hilfe von Filtern zwei Wellen- 
längenbereiche mit denen eines Temperaturstrahlers vergleicht. Aber auch die 
bisher verwendete Charakterisierung einer Lichtstrahlung durch ihren Punkt im 
Farbendreieck erweist sich als unzulänglich. Dieser Farbpunkt ist bekanntlich 
durch drei homogene Koordinaten definiert, die jeweils durch Integration über 
das Produkt von Intensitätsverteilung und einer der Grundempfindungsfunktionen 
für Blau, Grün und Rot entstehen. Damit läßt sich über den resultierenden Farb- 
punkt eines mit dieser Strahlung beleuchteten Körpers nichts aussagen. D.h. 
Beleuchtungen, die durch denselben Punkt im Farbendreieck dargestellt werden, 
ergeben keine eindeutige „Körperfarbe‘, weil dem Ergebnis einer Beleuchtung 
eine Multiplikation der Beleuchtungsfunktion mit der Remissionsfunktion des 
Körpers zugrunde liegt. Besonders bei linienhafter Emission wird die Beschrei- 
bung eines Beleuchtungsspektrums durch Aufteilung in drei Gebiete, wie sie bei 
der Definition eines Punktes im Farbendreieck vorliegt, unzureichend. Das zeigt 
sich in der Praxis bei sogenannten Tageslichtlampen durch „Farbveränderungen“ 
im Vergleich mit Tageslicht, obwohl die entsprechenden Punkte im Farben- 
dreieck übereinstimmen. Bouma’) teilt daher das sichtbare Spektralgebiet in 

8) Siehe A. A. Kruithof in Zwicker: ,,Fluoreszenzbeleuchtung’, Philips Technische 
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acht geeignete Intervalle auf und charakterisiert eine Beleuchtung durch die An- 
teile der Lichtstrahlung in diesen Gebieten zur Gesamtstrahlung. Indem wir von 
der dreidimensionalen Kennzeichnung einer Beleuchtung übergehen zu einer un- 
endlichdimensionalen entsprechend einer immer feineren Einteilung des Spek- 
trums, haben wir die gesamte vom Auge bewertete spektrale Zusammensetzung 
zu betrachten. Der Abstand dieser Funktionen soll ein Maß für die Ersetzbarkeit 
der zugehörigen Beleuchtungen sein, wenn er, wie jeder sinnvolle Abstandsbegriff, 
gewissen Forderungen genügt. Insbesondere soll der Abstand Null nur angenom- 
men werden, falls beide Verteilungsfunktionen identisch sind. Diese Forderung 
ist gerade für den Abstand der Punkte im Farbendreieck nicht erfüllt. 

Formulierung der Abstandsdefinition für Beleuchtungsfunktionen 

Eine vorgegebene Beleuchtung ist physikalisch gekennzeichnet durch ihre 

spektrale Intensitätsverteilung /(A). Diese Funktion heiße Beleuchtungsfunktion 
oder auch einfach eine Beleuchtung. Sie wird vom Auge mit der Empfindlichkeit 
V (A) bewertet als 


b(A) = V(A) -1(A) mit BA) >0 in O<A<w. 
Der zu betrachtende Definitionsbereich von b(A) (sichtbares Spektralgebiet) ist 


durch die Filterfunktion V (A) gegeben. Allgemein sei b(A) positiv definit, beschränkt, 
stückweise stetig, stäckweise monoton. Ferner sei stets 


Um durchweg eine geometrisch anschauliche Sprechweise benutzen zu können, 
hai _ stellen wir einige Eigenschaften der Geometrie von Funktionen an den Anfang. 
Die Funktionen b(A) lassen sich immer darstellen durch die Reihe 


b(A) = in k= 0,1,2... a) 


Die g,(A) seien ein auf eins normiertes, vollständiges Orthogonaleyetem, z. B. 
_ das System der Fourierfunktionen. Das heißt 


Ay 
J Px(A) (A) dA = für k = 


(2) folgt für die Koeffizienten 6, bekanntlich F 


die mindestens wie + gegen Null gehen für k — co (b(A) ist im allgemeinen einmal 
differenzierbar, bis auf endlich viele Stellen, an denen b(A) beschränkte Unstetig- 


ist ¢ 
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keiten besitzt und die Reihe (1) ungleichmäßig konvergiert). Durch die formale 
Vektorschreibweise (1) wird jeder Funktion b(A) eine Folge von Zahlen b, zuge- 
ordnet, die Koordinaten von b(A) nach der orthogonalen Basis der p,(A). Die 
Folge der b, definiert in einem abzählbardimensionalen, orthogonalen Vektor- 
raum einen Ortsvektor b(A). Diese Abbildung des Funktionenraumes der 6(A) 
auf den sogenannten Hilbert-Raum ist umkehrbar eindeutig. 

Durch Angabe der Zahlen b,, b,, b,,... ist daher eine vorgegebene Beleuch- 
tung vollständig erfaßt. Die höheren Glieder der konvergenten Reihe (1) haben 
einen verhältnismäßig geringen Einfluß auf die Gestalt von b(A). Daher genügt 
es für die Praxis häufig, sich auf die ersten wesentlichen Glieder zu beschränken, 
wenn man als Basis ein geeignetes Orthogonalsystem wählt. Die Kennzeichnung 
einer Beleuchtung nach Bouma?) ist ein Beispiel hierfür: Als Basis gelten dort 
speziell acht orthogonale Rechteckfunktionen, die jeweils in einem der acht Inter- 
valle, in die das sichtbare Spektrum aufgeteilt wird, von Null verschieden sind. Se. 
Die Koordinaten b,,...b, sind die Mittelwerte der Verteilungsfunktion in diesen a 
Gebieten. Durch Wahl einer geeigneten Basis geben unter Umständen weniger als 
acht Koordinaten eine genauere Darstellung der Verteilungsfunktion. 


Die Frage nach dem Abstand zweier Funktionen f(x) und g(x), geschrieben 


ist durch die Abbildung (1) EIS 


f(z) = Pilz), 
zurückgeführt auf den Abstand zweier Punkte oder Ortsvektoren im Hilbert- 
Raum. Die allgemeine unabhängige Veränderliche x soll andeuten, daß der zu 
bildende Abstand von der Wellenlängenskala unabhängig sein muß. Die Verall- 
gemeinerung des vom dreidimensionalen Raum bekannten Abstandes zweier 
Punkte führt auf die Hilbertsche Definition 


Der Abstand d, ist ka gegeben durch den Betrag des Differenzv hi der die 
Funktionen f und g repräsentierenden Ortsvektoren. Die Bildung (4) existiert 
auf Grund der Eigenschaften von b(A) und erfüllt die Abstandsforderungen a 2 


a) ||f—g|=0, |f—g|=0 nur für f=g; 
b) |f—g|| = |; 
e) — (Dreiecksungleichung). 


Für die Anwendung auf Beleuchtungsfunktionen ist der Abstand (4) zunächst 
zu normieren, da er physikalisch offenbar ins Verhältnis zur Gesamtstrahlung 
der zu vergleichenden Lichtquellen gesetzt werden muß, während er in dieser 
Form durch reine Intensitätssteigerung, d. h. mit wachsenden Beträgen der 
Vektoren f und g, immer weniger ins Gewicht fällt. Das Gaußsche mittlere 
Fehlerquadrat erfüllt zwar die Forderungen *), » ) gibt aber die payor h 


Mae 


4 
e An- | 
r von | 
un- 
Spek- 
tzung 
arkeit 
griff, 
nom- 
erung | 
n 
ihre > 
ktion 
hkeit 
ag 
u 
if 
¥. 
ang. 4 
4 
7 
. B. 
7 ee 
ey 


352° Annalen der Physik. 6. Folge. Band 12. 1953 
notwendige Normierung nicht wieder. Daher geht man zweckmäßig von vorn- 
herein auf die geometrische Bedeutung der Funktionen 6(A) ein. Daraus ergibt sick 
als Normierung unmittelbar das Produkt der Beträge von f und g: Er 


Somit definieren wir vorläufig als Abstand zweier Beleuchtungen J,(A) und I (a) 
die Zahl) 


Hierin sind die bewerteten Beleuchtungsfunktionen 6,(A) und 6,(A) .mit den 
absoluten, bis auf einen gemeinsamen Faktor festgehaltenen Intensitätsverteilungen 
zu nehmen. Allgemeiner wird man jedoch relative Verteilungen zulassen: b,(A) 
und 6,(A) werden jeweils bis auf einen Faktor bestimmt, damit durch passende 
Wahl der Leuchtdichteniveaus die optimale Anpassung beider Funktionen im 
Sinne der Definition (5) gewährleistet wird. Dabei denken wir uns eine Beleuch- 
tung z. B. I,(A) festgehalten und multiplizieren /,(A) mit einem variablen Faktor q 
und definieren 


“= = _ Min (5a) 
Vfa 03 (A) di - dd 
Aus 
folgt nach einfacher Rechnung 
a fb: (A) dA 


= 


Das Ergebnis ist physikalisch und geometrisch sinnvoll. Die optimale An- 
passung ist gegeben, falls das Integral 


J V2(A) P(i) da 

für beide Beleuchtungen gleich ist entsprechend gleicher „Länge“ ihrer Vektoren: 
P 

>) | Amin * 5, (A) | = = bi,= \b.(A) |. 


Einsetzen von (6) in (5a) liefert 


*) Alle Integrale sind hier und im folgenden über den gesamten Definitionsbereich ded 
Integrationsvariablen zu erstrecken, sofern keine Grenzen angegeben sind. 


Vf b3(A) da - [ b3(A) da 
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vou Den unwesentlichen Faktor 2 schaffen wir fort durch die Substitution neers a =. 


bt sich 


Damit der Abstand zweier (relativer) Beleuchtungsfunktionen I (a) und J, (A) 


§ V?(A) (4) dA 


d; = 1— 0<sd<sl. 5b 
VS V3(A) Ti (A) da - § Ti(A) da 
Der Quotient rechts hat unter Berücksichtigung von (2) und (3) die Form Fe 
(5) 
( 
be In der symbolischen Vektorschreibweise entspricht (7) dem ,,Kosinus des 


n im # Winkels“ zwischen b,(A) und b,(A). Geometrisch ist also der Abstand (5b) allein 
‚uch- # durch den Winkelabstand der Vektoren b,(A) und 6,(A) im Hilbert-Raum be- 
torg § stimmt. Wegen der Eigenschaft b(}) > 0 ist (7) stets > 0 und ferner < 1 nach 


der Schwarzschen Ungleichung 
(5 a) Zs 2 Ze 
(f f(z) (2) dz) < P@ dx. f g*(z)dz. 
2 
Der Abstand d,=0 wird allgemein bei proportionalen Verteilungsfunktionen 
angenommen 
b,(A)=cb,(A), c > 0 beliebig, 
(6) 
‘= oder, da bei relativen Verteilungsfunktionen ein Faktor zur Verfügung steht, für 


£ Forderung b) folgt sofort aus der Symmetrie von (5b) in b, (a) u und b, (A). 
SchlieBlich reduzieren wir die Dreiecksungleichung c) fiir den Abstand (5b) 
on: mit Hilfe von (6) auf 


In dieser Form ist sie erfüllt 5). 


Der größtmögliche Abstand d,= 1 wird z.B. für orthogonale ae 
funktionen angenommen (siehe unten). 


In die praktische Messung von Beleuchtungsfunktionen geht notwendig eine 
Verfälschung des reinen Spektrums durch die endliche Spaltweite des Spektro- 


5) Für den Hilbertschen Abstand wird die Dreiecksungleichung mit Hilfe der 
er Schwarzschen Ungleichung bewiesen. (Siehe z. B. Hardy, Littlewood, Pölya: 
„Inequalities‘‘ Cambridge 1934.) 


Aun. Physik. 6.Folge, Bd. 12 
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; _ tungsfunktionen durch folgende Eigenschaften aus*): Definition (5c) ist von 


z so ist der Abstand (5b) gleich 1. (Die Emissionsgebiete sollen „auf Lücke‘ liegen 
und ferner energiegleich sein.) Bei genügend feiner Einteilung des Spektrums in 


Die Betrachtungen unter (5b) bleiben erhalten, indem man für b(A) die Funktion 


Darin sind /,(A) und J,(A) die relativen Beleuchtungsfunktionen, V(A) die spek- 
_ trale Hellempfindlichkeit des Auges und ®(}) eine Rechteckfunktion, Gaußsche 


einer Abstandsdefinition, gibt dort aber der hier Vorzug. 
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graphen ein. Der mit den gemessenen Verteilungen ermittelte Abstand ist steh 
kleiner als der durch (5b) dargestellte. Wählt man aber den Spalt möglichst eng, 
so daß sich das Spektrum bei noch engerem Spalt praktisch nicht mehr ander, 
erhält man allgemein durch (5b) kein sinnvolles Ergebnis über die Ersetzbarkeit 
von Beleuchtungen. Die Frage der ,,Farbverinderungen“ bei Übergang zu eine 
anderen Beleuchtung hängt außer von der spektralen Zusammensetzung davm 
ab, wie rasch sich das Reflexionsvermögen der beleuchteten Körper mit der Welle 
länge ändert. Daher wird eine Erweiterung des Hilbertschen Abstandes not 
wendig, die dieser Abhängigkeit Rechnung trägt. Denken wir uns z. B. zwei Be 
leuchtungen von Strahlern mit einzelnen Emissionsgebieten derart, daß an jeder 
Stelle A gilt 


b,(A) b,(A) =0, 


solche Gebiete werden beide Strahler den Eindruck „Weiß“ hervorrufen, Andert 
sich nun die Remissionsfunktion eines Körpers in den Gebieten, wo sich b,(A) und 
b,(A) unterscheiden, sehr langsam, so werden praktisch kaum ‚‚Farbveränderungen“ 
des Körpers auftreten. Damit die Abstandsdefinicion wieder sinnvoll wird, sind 
die Beleuchtungsfunktionen durch Wahl einer endlichen Spaltweite den Flanken- 
steilheiten der Absorptionsgebiete anzupassen, die in den Remissionsfunktionen 
der beleuchteten Körper auftreten. Die zulässige Spaltweite läßt sich nicht all 
gemein angeben, da bei den in Frage kommenden Körperfarben die verschiedenen 
Flankensteilheiten nebeneinander vorkommen. Das führt zu einer Mittelbildung 
über die verschiedenen, zugelassenen Verteilungsfunktionen entsprechend variabler 
Spaltbreite, indem man eine neue Funktion b*(A) einführt, die aus b(A) hervorgeht 
durch Überschieben mit einer ,, Verschmierungsfunktion“ © (A) (etwa der Gauß- 
schen Fehlerfunktion) 


b*(a) = f (A) I (4) (8) 
0 


b*(A) einführt. Setzen wir die Erweiterung (8) in (5b) ein, so definieren wir als 
Abstand zweier Beleuchtungen mit Rücksicht auf die an den Abstandsbegriff 
gestellten Forderungen endgültig?) 


oo A A \ 
S 10’) ar - f O(a") VA”) da" 4 
f ( J I, dA - J | A”) ux’) dA 
0 0 
0sdsı. 


Fehlerfunktion oder ähnliches, die die variable Spaltweite berücksichtigt. 
Zusammenfassend zeichnet sich der oben definierte Abstand zweier Beleuch- 


*) Wolter untersucht in einer unveröffentlichten Arbeit auch andere Möglichkeiten 
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der Wellenlängenskala unabhängig, da sie nur bestimmte Integrale enthält. Der 
Abstand (5c) erfüllt die allgemeinen Abstandsrelationen a), b), c) von Seite 352. 
Speziell gilt d = 0 nur für proportionale bzw. identische Beleuchtungsfunktionen. 


(5c) ist von der Wahl der Leuchtdichteniveaus und einer speziellen Normierung 
von V(A) und ®(A) unabhängig. 


Der Abstandsbegriff ist ferner der Umgebung (den beleuchteten Gegenständen) 
angepaßt. 

Für die Praxis erhält man eine allgemeine Aussage, indem man den Abstand 
(5b) von Seite 353 für zwei extreme Fälle ermittelt. Führt man die Messungen 
einmal bei sehr engem Spalt entsprechend großen Flankensteilheiten durch und 
zum anderem bei sehr weitem Spalt, so ergibt sich für den Abstand eine gewisse Va- 
riationsbreite, die um so enger wird, je kleiner der eigentliche Abstand (5b) ist 
und je glatter die zu vergleichenden Verteilungsfunktionen sind. Hier wurde der 
extrem weite Spalt so gewählt, daß das Spaltbild etwa 300 A im mittleren Teil des 
sichtbaren Spektrums betrug. (Auf diese Spaltweite beziehen sich die in der Zu- 
sammenfassung aufgeführten Werte d.) Für die praktisch vorkommenden Flanken- 
steilheiten genügt eine Spaltbildweite von 150 Ä. Die zu dieser Spaltbreite ge- 
hörenden Abstände liegen innerhalb der Intervalle für d,, die sich aus unseren 
Messungen ergaben. 


$3. Experimentelle Messung der Beleuchtungsfunktionen und 


Die zu bestimmenden Funktionen sind 28 
Ax 

4 b(A) = V(A)-I(A). 


Darin ist /(A) die relative Intensitätsverteilung des betrachteten Beleuc 
tungsspektrums. Zur Messung von I (A) benutzen wir als bekanntes Eichspektrum 
I°(4) das der Glühlampe, deren Verteilung bei bekannter Temperatur T gegeben 
ist, durch’) 


wenn A(4, T) das Absorptionsvermögen von Wolfram, E(4,T) die Planck- 
funktion bedeutet. Hat man an jeder Stelle A des Spektrums das relative Inten- 
sitätsverhältnis 

Intensität des Spektrums 


au) = Intensität des Eichspektrums 
so ist di funkti 


= Q(a) 


und die bewertete Verteilung 
b(A) = Q(A)- ba). 


7) Unter Vernachlässigung der Absorption in der Glaswandung. 


ist stety 4 
eng 
ändert, 
zbarkejt 4 
ZU einer 
dail 
Wellen. 
les not- 
wei Be. 2 
ın jeder 
liegen 
"ums in 7 
Andert 
(A) und 
ungen“ 
d, sind 
anken- 2 
‘tionen 
ht all Bestimmung 
»denen 
lung 
riabler 
orgeht 
rauB- 
| 
473 
RER 


356 Aalen der Physik. 6. Folge. Band 12.1953 


Darin ist w - V(A) - die berechnete Eichfunktion der Glühlampe. Das 
relative Intensitätsverhältnis Q(A) bestimmen wir in folgender Weise: Das Spek. 
trium J(A) und das Eichspektrum /°(A) werden auf einer Platte photgraphiert, 
Längs des Spaltes wird die Intensität dabei gesetzmäßig geschwächt. Hier wurde 
ein rotierender Sektor mit den Stufen 1,1/2, 1/3, 1/5, 1/7,5 1/15 verwendet, 
Hat man beide Aufnahmen in den einzelnen Intensitätsstufen ausphotometriert, 
so erhält man zwei Kurvenscharen, die Schwärzungen S und S® als Funktion der 
Wellenlänge mit den Stufen als Parameter. Beide Kurvenscharen sind (eventuell 
noch auf gleiches Schwärzungsintervall zu normieren) auf Millimeterpapier über 
a der Wellenlänge aufzutragen. An den Schnittpunkten einer Kurve S(A) mit einer 
Kurve $°(4) kann man das gesuchte Verhiltnis Q(A) sofort ablesen. An den anderen 
a Stellen ergibt es sich durch Interpolation mit Hilfe der Schwärzungskurve 


Sa, = f(/a,: #”) mitp = const, 


die man an jeder Stelle A, konstruieren kann (J sei die absolute Intensität, ¢ die 
 Belcktungei) Dabei setzen wir voraus, daß der Schwarzschild-Exponent 


S 
N 
S 
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j fe... bb. 1. Die vom Auge bewertete Energieverteilung einer Wolfram-Glühlampe bei einer 
Temperatur des Glühfadens von 2650° K 


p in dem betrachteten Spektralgebiet unabhängig von der Wellenlänge und 
den in Frage kommenden Intensitäten ist. Auf diese Weise wird sowohl die 
Plattenempfindlichkeit wie die Apparatefunktion eliminiert. 


Der Spalt des Spektrographen wurde indirekt über einen Schirm beleuchtet, 
eine mit Magnesiumoxyd bedampfte Porzellanfläche, die mit sehr großer Näherung 
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von der Wellenlänge unabhängig und ideal difus reflektiert. Dadurch wird über 
lokale Intensitätsunterschiede der Lichtquelle gemittelt (bei Wolkenhimmel z. B. 
über die Kanten). 


Die von der Netzspannung abhängige Temperatur 7’ des Wolfram-Glühfadens 
wurde pyrometrisch bestimmt. Die auftretenden Spannungsschwankungen be- 
wirkten Temperaturänderungen, die bei allen Aufnahmen innerhalb der Meßge- 
nauigkeit von 7’ lagen. Daher legen wir allen Aufnahmen die gleiche Glühfaden- 
temperatur und damit dieselbe Eichfunktion b°(A) zugrunde. Als Mittelwert 


S 
T 
it 


relative Inte. 


= 


5+ 
A 


Abb. 2. Die bewertete Beleuchtungsfunktion der Normalbeleuchtung Tageslicht. Auf- 
nahme am 2. Febr. 1952, Himmel fast gleichmäßig grau bewölkt, klare Sicht. Hier 
wie in Abb. 3 und 4: Gestrichelt: weiter Spalt; Ausgezogen: enger Spalt 


ergab sich für die Glühfadentemperatur 7’ = (2650 + 40)° K. Das Absorptions- 
vermögen A(A, T) für Wolfram ändert sich bei gegebener Temperatur im sicht- 
baren Spektralgebiet praktisch linear mit der Wellenlänge. Nach Forsythe 
ng®) gilt für 7 = 2650° K: 


= 6,65 - 10-5 em, A(A, T) = 0,422 
A = 4,67 -10-5cm, A(A, T) = 0,46. 


Die übrigen Werte wurden linear interpoliert. 
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Die Werte der Planckfunktion für 7’ = 2650° K wurden bis au einen un- 
wesentlichen Faktor aus Emde: ‚Tafeln elementarer Funktionen‘ entnommen. 

Damit ist die Verteilung /%(A) der Glühlampe bekannt. Durch Multiplikation mit 
den Werten der spektralen Hellempfindlichkeit V(A) ergibt sich die bewertete 


15 


_ Zur Bestimmung der anderen Funktionen b(A) wurde nach dem oben beschrie- 
_ benen Verfahren das Verhältnis Q(A) bei engem und weitem Spalt für jede Licht- 
quelle ermittelt. Die Abb. 2, 3 und 4 geben die graphischen Darstellungen der 

Funktionen b(}). 


Für jede Lichtquelle wurden aus den Werten für (A) die’ TURION Os 
engem und weitem Spalt) 


Bi(A), B5(A), by(A) 


gebildet und graphisch integriert, wobei sich ein Index durchweg auf die Normal- 
_ beleuchtung bezieht. Damit läßt sich der Abstand 


Vf b3(A) da - b3(A) da 
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ten un- # Folgende Abstände wurden ermittelt: 2 
’mmen, +: Gifted 
ion mit Sonne Spaltd=00, 
wertete weiter Spalt d= 00 
ng be- Glühlampe enger pltd= 0% 

4 Spalt d= 0,1, 


Tageslichtlampe fenger Spalt d = 0,4, 
weiter Spalt d = 0,2. 


Die Variationsbreite für d ist erwartungsgemäß bei Sonne und Glühlampe 
gering. Der Abstand der Tageslichtlampe (Leuchtstoffröhre) dagegen variiert über 
einen Bereich von etwa 18% des Definitionsintervalles von d. 
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Abb. 4. Die bewertete Beleuchtungsfunktion einer Tageslichtlampe DO 
Das Ergebnis zeigt in erster Linie, daß die untersuchte Tageslichtlampe als 
(5b) Ersatz für Tageslicht sogar weniger geeignet ist als die Glühlampe. Das zeigte 
sich deutlich bei Betrachtung von Körperfarben im Vergleich mit Tageslicht- 
beleuchtung. Die Tageslichtlampe ergab z. B. folgende ,,Farbiibergiinge“: 
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Tiefrot.in Schwarzrot, Hellrot in-schmutziges Blaurot, Hellgelb in Grüngelb, 
Grün und Blau erschienen in sattem Tiefgrün und Tiefblau. Durch die geringe 
Emission im langwelligen Rot erschienen Gesicht und Lippen blaß bis blaufahl, 
Unreinheiten der Haut traten im Gegensatz zum Glühlicht besonders hervor. 
Es sei hier erwähnt, daß die lichttechnische Industrie inzwischen neue Leuchtstoff. 
lampen herstellt, über deren Untersuchung nach der hier benutzten Methode au 
anderer Stelle berichtet wird. 


Dem Direktor des Instituts, Herrn Prof. Dr. W. Lochte-Holtgreven, 
sei für die liebenswürdige Unterstützung der Arbeit gedankt. Recht herzlicher 
Dank gilt auch Herrn Dr. H. Wolter für die Anregung zu dieser Arbeit und für 
wertvolle Hinweise. 
ae Kiel, Institut fiir Experimentalphysik der Universitit. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 7. Januar 1953.) Ses 
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Randbedingungen und Laufzeiteffekte =: 


Inhaltsübersicht 


Unter der Annahme einheitlicher Elektronengeschwindigkeit wird die Frage 
erörtert, welche Randbedingungen an einer rauschenden Kathode anzusetzen sind. 
Zunächst werden die beiden grundsätzlichen Möglichkeiten einer reinen Strom- 
schwankung (J-Schwankung) und einer reinen Geschwindigkeitsschwankung 
(v-Schwankung) an der Kathode besprochen. 


Bei — Raumladung zeigt die Leerlaufrauschspannung an der Diode einen 


Gang mit —, wenn J-Rauschen angenommen wird. Im Falle des v-Rauschens 


wird der Frequenzgang durch = bestimmt. Die Rauschverhältnisse hinsichtlich 


Geschwindigkeit und Konvektionsstrom im Innern der Entladungsstrecke werden 
für beide Schwankungsarten diskutiert und einander gegenübergestellt. 


Im Falle rauschfreier Verhältnisse liegt der Zustand der vollen Raumlad ung 
an der Grenze des Stabilitätsbereiches. Tritt nur eine der beiden Schwankungen 
vom Typus J- oder v- hinzu, dann wird die Stabilität während der halben Periode 
gestört. Auf Grund dessen ist eine der beiden Schwankungstypen allein bei idealer 
Raumladung nicht existenzfähig. Es werden daher beide Schwankungen 
als bestehend angenommen und zwischen ihnen ein solcher Zusammenhang her- 
gestellt, daß die Stabilität während der ganzen Periode der sinusförmigen Schwan- 
kungen gesichert ist. Das System bewegt sich an der Stabilitätsgrenze. 


Aus den Ergebnissen geht hervor, daß auch bei großem Laufwinkel der von 
der J-Schwankung herrührende Anteil in gewissen Fällen einen nicht zu vernach- 
lässigenden Beitrag liefert. 


I. Einleitung 


as Arbeit über au Röhrenrauschen stammt von W. Schottky!) und 
behandelt auf statistischer Grundlage die Rauschverhältnisse einer gesättigten 
Kathode bei verschwindend kleinem Laufwinkel. Das Rauschen wird hierbei auf 
spontane Schwankungen des aus der Kathode austretenden Elektronenstromes 
zurückgeführt, wobei diese auf spontane Schwankungen der Elektronengeschwin- 


1) W. Schottky, Über spontane Schwankungen in verschiedenen elektrischen Lei- 
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digkeit oder der Ladungsdichte oder auf beide zurückgeführt werden kénnen?), 
Diese Frage kann jedoch in diesem Fall unentschieden bleiben. In einer späteren 
Untersuchung hat E. Spenke®) die Theorie der gesättigten Kathode auf beliebige 
Laufwinkel erweitert, wobei sich herausstellte, daß der Einfluß der Elektronen- 
anfangsgeschwindigkeit wegen der im Sättigungszustand bestehenden hohen End- 
geschwindigkeiten von untergeordneter Bedeutung ist und vernachlässigt werden 
kann. Das Rauschen läßt sich allein durch eine spontane Schwankung der La- 
dungsdichte erklären. 


Gleichzeitig erschienen zwei weitere Untersuchungen von W. Schottky‘) 
und E. Spenke>) über die Raumladungsschwächung des Schroteffektes. Hier 
wurde das Rauschen auf statistische Schwankungen der Anzahl austretender 
Elektronen einer beliebigen Geschwindigkeitsgruppe innerhalb der Maxwell- 
schen Geschwindigkeitsverteilung zurückgeführt. Das bedeutet, daß sowohl die 
durchschnittliche Zahl an austretenden Elektronen als auch die über die Maxwell- 
verteilung gemittelte Anfangsgeschwindigkeit spontanen Schwankungen unter- 
worfen sind. Will man das Problem der rauschenden Kathode mit einer auf ein- 
heitlicher Elektronengeschwindigkeit fußenden Theorie (F. B. Llewellyn’), 
H. W. König’)) behandeln, so hat man demnach genau genommen sowohl Dichte- 
wie Geschwindigkeitsschwankungen an der Kathode anzunehmen ®). A. J. Rack°) 
hat im Anschluß an statistische Untersuchungen erstmalig die Zusammenhänge 
zwischen der statistischen Auffassung und der genannten Llewellynschen 
Theorie aufgezeigt und konnte auf dieser Basis gleichzeitig Raumladungs- und 
Laufzeiteinflüsse auf das Rauschen erfassen. Bei Sättigung ersetzte er das Rauschen 
durch eine reine J-Schwankung an der Kathode, bei voll ausgebildeter Raum- 
ladung (RL) durch eine reine v-Schwankung. In diesem Fall wurde bewußt das 
Gebiet zwischen Kathode und Potentialminimum außer Betracht gelassen, d.h. 


2) Unterspontanen Schwankungen sind solche gemeint, die ällein durch den Emissions- 
mechanismus der Kathode bedingt sind und die daher von der Art der Belastung der 
Entladungsstrecke von außen unbeeinflußt bleiben. Im Leerlaufzustand bestehen an 
der Kathode allein solche spontane Schwankungen, weshalb dieser Belastungsfall.be- 
sonders einfach und übersichtlich wird. Bei Belastung treten jedoch durch diese hervor- 
gerufen zusätzliche Schwankungen an der Kathode auf. Der in diesem Fall über die 
Kathode fließende Gesamtstrom spaltet dort in einen Konvektionsstrom- und einen Ver- 
schiebungsstromanteil auf. 

3) E. Spenke, Die Frequenzabhängigkeit des Schroteffektes. Wiss. Veröff. Siemens- 
Konzern 16/3, 127 (1937). 

4) W. Schottky, Die Raumladungsschwächung des Schroteffektes I. Wiss. Veröff. 
Siemens-Konzern 16/2, 1 (1937) 

5) E. Spenke, Die Raumladungsschwächung des Schroteffektes II. Wiss. Veröff. 
Siemens-Konzern 16/2, 19 (1937). 

°) F. B. Llewellyn, Operation of u.h.f. vacuum tubes. Bell. Syst. T. J. 14, 632 
(1935). 

7) H. W. König, Das Verhalten von Elektronenströmen im elektrischen Längsfeld. 
Hochfrequenztechn, u. Elektroak. 62, 76 (1943). 

®) Es hat sich als zweckmäßig erwiesen, im Rahmen dieser Theorien nicht zwischen 
Dichte- und Geschwindigkeitsschwankung zu unterscheiden, sondern zwischen spontanen 
Elektronenstromschwankungen (J-Schwankungen) und spontanen Geschwindigkeits- 
schwankungen (v-Schwankungen). Eine Strömung mit reiner J-Schwankung enthält 
eine reine Dichteschwankung an der Kathode, eine Strömung mit reiner v-Schwankung 
enthält jedoch neben der Geschwindigkeitsschwankung auch eine Dichteschwankung, 
die den Beitrag der v-Schwankung zum Konvektionsstrom gerade kompensiert. 

9) A. J. Rack, Effect of space charge and transit time on the shot noise in diodes. 
Bell. Syst. T. J. 17, 592 (1938). 
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das Potentialminimum als ,,Kathode‘‘ der Diodenstrecke genommen. Das be- 
dingt zwangsläufig das Verschwinden der spontanen J-Schwankung, wie die Be- 
trachtung des Leerlaufzustandes lehrt. 

C. J. Bakker) hat das Influenzrauschen am Gitter einer Triode unter ähn- 
lichen Bedingungen berechnet und experimentell geprüft. Es wird reine v-Schwan- 
kung angenommen und der Kurzschlußfall betrachtet. In diesem Fall bedingt 
die spontane v-Schwankung an der Kathode eine J-Schwankung (vgl. Fußnote ®)) 
die als quasistationäre Schwankung aus dem stationären RL-Gesetz berechnet wird. 
Die Ergebnisse sind neuerdings mehrfach bestätigt worden 

In der amerikanischen Literatur, in der gegenwärtig vorwiegend die Verhält- 
nisse bei großen Laufwinkeln und voller Raumladung studiert werden, wird an 
der Kathode (Potentialminimum) ‘stets eine reine sponate v-Schwankung ange- 
nommen) 14)15), Sie fußen zumeist auf der Llewellynschen Theorie, die von 
F. B. Llewellyn und L. C. Peterson!*®) erweitert und ausgebaut wurde. J. R. 
Pierce”) hat diese Theorie auch auf das Rauschen der Wanderfeldröhre ange- 
wandt. Experimentelle Ergebnisse von C. C. Cutler und C. F. Quate'®) scheinen 
die Annahme einer reinen v-Schwankung an der Kathodé weitgehend zu bestätigen. 

Im Gegensatz dazu hat H. W. König") im Anschluß an die ersten Arbeiten 
von W. Schottky seine Laufzeittheorie der Elektronenréhren’) auf die Rausch- 
verhältnisse in einer Diode angewandt und hierbei eirie reine J-Schwankung ange- 
nommen. Mit dieser Annahme wird es möglich, die Verhältnisse bei voller RL an 
die des Sättigungsfalles anzuschließen, insbesondere die RL-Schwächung auf die 
Wirkung der RL-Wolke vor der Kathode ohne statistische Betrachtungen zurück- 
zuführen. Wie H. Fuchs in einer unveröffentlichten Arbeit gezeigt hat, gelingt 
es mit dieser Annahme (J-Schwankung) indessen nicht, die Rauschverhältnisse 
der Triode für kleine Laufwinkel und volle Raumladung einwandfrei zu begründen. 

Hieraus ergibt sich, daß sich sehr brauchbare Teilergebnisse sowohl mit der 
Annahme einer reinen J-Schwankung als auch mit der Annahme einer reinen v- 
Schwankung gewinnen lassen. Bei idealer Sättigung dürfte die Annahme einer 
reinen J-Schwankung durchwegs zu Recht bestehen. 

Es erhebt sich jedoch die Frage, inwieweit im Rahmen der Theorie mit ein- 
heitlicher Elektronengeschwindigkeit die Annahme einer einzigen Schwankungs- 
art bei voller RL überhaupt prinzipiell berechtigt ist. Diese Frage bildet den 
Gegenstand der vorliegenden Arbeit, wobei hier im Gegensatz zu den amerikani- 
schen Arbeiten die Strecke Kathode-Potentialminimum in die Betrachtung mit 

10) ©, J. Bakker, Fluctuations and electron inertia. Physica 8, 23 (1941). 

11) F, L. H. M. Stumpers, Measurements of induced grid noise. Wirel. Eng. 26, 
277 (1949). 

12) A, v. d. Ziel, Induced grid noise in triodes. Wirel. Eng. 226 (1951). 

13) B. J. Thompson, D. O. North, W. A. Harris, Fluctuations in space charge. 
re currents at mod. h. f. RCA Rev: Jan., April, Juli, Okt. (1940); Jan., April, Juli 
’ en D. A. Bell, Fluctuation of electron current. Journ. J. E. E. 93/8, 37 (1946). 

15) L. C. Peterson, Space charge, signal and noise in microwave tetrodes. Proc. 
I.R.E. 85, 1264 (1947). ' 

16) F, B. Llewellyn, L. C. Peterson, Vacuum tube networks. Proc. I. R. E. 
82/8, 144 (1944). 

17) J. R. Pierce, The trawelling wave tubes. Bell. Syst. T. J. 29, 1 (1950). 

18) ©, C, Cutler, C. F. Quate, Experimental verification of space charge and 
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Elektronen an der Kathode hérige GréBen 
U, = Voltgeschwindigkeit zu v, 
e = Elektronenladung = 
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einbezogen wird. Es wird sich zeigen, daß aus Stabilitätsgründen die Annahme 
beider Schwankungsarten im Falle voller RL erforderlich ist. Aus dieser Pro- 
blemstellung wird sich gleichzeitig eine Möglichkeit ergeben, eine für beliebig große 
Laufwinkel gültige Beziehung zwischen J- und v-Schwankung im Leerlaufzustand 
zu gewinnen. 

Die Untersuchung basiert auf den folgenden Voraussetzungen: 
1. Einheitliche Elektronengeschwindigkeit v, an der Kathode. 
2. Ebene Elektronenströmung. 

3. Gültigkeit des Superpositionsgesetzes für die Schwankungsanteile wegen 
der Kleinheit des Effektes (Lineare Wechselstromanteile). 

Unseren Betrachtungen wird der wechselstrommäßige Leerlaufzustand zu- 
grunde gelegt. An jeder Stelle des Entladungsraumes ergänzen sich der Wechsel- 
anteil des Konvektionsstromes und der Verschiebungsstrom zu Null. Alle übrigen 
Betriebszustände, z.B. der Kurzschlußzustand, können auf elektrotechnischem 
Wege über das Zweipolschema gewonnen werden. Die an der Diode auftretende 
Spannung setzt sich im allgemeinen (vgl. z. B. %*)) aus dem Spannungsa bfall zu- 
folge des Stromflusses über den Innenwiderstand und den Leerlaufspannungen, 
die von der J-Schwankung und der v-Schwankung herrühren, zusammen. Aus 
diesem Schema ersieht man die fundamentale Bedeutung des Leerlaufzustandes, 
der den einfachsten Belastungsfall darstellt. (Vgl. auch Fußnote *).) 


TER, 


II. Bezeichnungen 
Up = Leerlaufrauschspannung 
(komplex) 
v = Elektronengeschwindigkeit Jy = Amplitude der J-Schwankung 
E = elektrische Feldstärke an der Kathode 
w = Kreisfrequenz Ug + P, = Amplitude der v-Schwankung 
= Gleichstromstärke an der Kathode 
J, = Gleichstromdichte ...Stationaére Größen 
J, = Dichte des Konvektions- Index E...GréBen bezogen auf das Ende 


x = Ortskoordinate 
t = Zeit 


stromes der Laufstrecke 
J,=Dichte des Verschiebungs- '...zum reinen J-Rauschen ge- 
stromes hörige Größen 


” 


v, = Gleichgeschwindigkeit der ...zum reinen v-Rauschen ge- 


offs 


1,60 - 10-19 A sec 


K = spezifische Elektronenladung 


= m =17,6-10%cm*/Volt sec? K 
= Dielektrizitätskonstante für 1 
Vakuum = 8,86 - 10-1 Farad/ 
= j ] 
k = Boltzmann- Konstante Laufwinke 
= 1,38 - 10-7 VA sec/Grad =& 


» = elektronische Wechsel- 
geschwindigkeit (komplex) 

% = Konvektionsstromdichte 

(komplex) 


— %, = stationärer Laufwinkel Ka- 
thode—Potentialminimum 
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III. Reines J-Rauschen 


Die Rauschverhältnisse einer Diode bei reiner J-Schwankung an der Kathode, 
die bereits in ) ausführlich diskutiert wurden, seien zunächst nochmals kurz 
zusammengefaßt. Unter Verwendung der eingangs aufgeführten dimensionslosen 
Größen gy, z, F und u für die Zeit, die Ortskoordinate, die Feldstärke und die 
Elektronengeschwindigkeit lauten die Ausgangsgleichungen, die Maxwell- 
Lorentzschen und die Kraftgleichung, für das eindimensionale Problem unter 
Vernachlässigung magnetischer Kraftwirkungen: 


oF 


Die erste Gleichung besagt, daß sich die Gesamtstromdichte (im Leerlauffall ist 
diese konstant = J,) innerhalb der Entladungsstrecke aus der Verschiebungs- 
oF 


stromdichte J, = J = und der Konvektionsstromdichte J, = % = 
zusammensetzt. Diese Größen werden an der Kathode z=0 zu J, =J,+ 
J, p, sing und J, =— J, p, sin y angenommen, so daß der Gesamtstrom konstant 
= J, wird. J, p, bedeutet also die gegen J, klein zu betrachtende Amplitude der 
J-Schwankung an der Kathode. Da keine v-Schwankung vorhanden sein soll, 
gilt außerdem an der Kathode v = v, oder u = 1. 

Die allgemeine Lösung des Gleichungssystems (1) und (2) 


2qou = y* + G(y—¢) 

6q2=y*> + H (p—g) + 394 

enthalt die aus den genannten Randbedingungen zu ermittelnden willkiirlichen 

Funktionen G und H und den Parameter y von der Bedeutung des Elektronen- 

laufwinkels. Die Durchführung dieser Rechnung (siehe ')) führt zur Darstellung 

_der Strömungsverhältnisse in der rauschenden Diode im wechselstrommäßigen 

Leerlauf durch die Laufwinkel- und Zeitabhängigkeit der Feldstärke und der 
Elektronengeschwindigkeit: 

GoF + py ~——*— cos (w—p) 

% %ı 

= + 22, [2 (Yo + (w,— ¢). 


(6) 


Aus diesen lassen sich weiters Leerlaufspannung und Konvektionsstromdichte 


ableiten: 
U 2 
Jr oF Io + % 
a sin (w,— ¢). (9) 


Hierbei bedeuten: 
(tw) = sin —P) + cos (m —P)— cos 
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Wir schreiben diese Größen in komplexer Darstellung an, indem wir die zu sin p 
proportionalen Glieder mit dem Realteil, die zu cos p proportionalen mit dem 
Imaginärteil EN, Es sei der Fall voll ausgebildeter RL betracht 


Dann ist «, = ——® (vgl. »)). Er 

2 py + ths) (1—2) 
Hierbei bedeutet £ = = das Verhältnis des Laufwinkels an der Stelle z, zum 

EZ 
Laufwinkel am Ende der Entladungsstrecke. Der Verlauf der Amplitude von »’ 
längs der Entladungsstrecke ist durch die Funktion 


« 


= 


ER 
05 05 10 
Abb. 1. Elektronenwechselgeschwin- Abb. 2. Konvektionsstromschwan- 
digkeit. P’ J-Rauschen, P’ v-Rauschen _kung. Q’ J-Rauschen, Q” v-Rauschen 


gegeben (Abb. 1). Den Randbedingungen entsprechend beginnt die Amplitude 
an der Kathode mit Null, ie verschwindet aber auch wieder am Ende der Ent- 


ladungsstrecke. Bei X = ——_—— wird ein Maximum von der Größe P’ (Emax) 


We 


= SV durchlaufen. . wird immer größer mit abnehmender Anodenspannung 
(kleiner werdendem und rückt gegen die Anode. 
Konvektionsstromschwankung: 


1—2X% 
Die Amplitude längs der Diodenstrecke ist gegeben durch: —/ 
, 1 j1—2%| 
Abb. 2). 13 
An der Kathode hat sie den vorausgesetzten Wert, geht in der Mitte der Laufstrecke 


durch Null und nimmt am Ende der Strecke den Wert 2. an. Dieser sinkt also 


ab mit zunehmender Anodenspannung. 
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Leerlaufrauschspannung an der gesamten Entladungsstrecke : 
{A x) + 5A (14) 


wobei Ay(w,z) = 2 (1— cosw,g)— wzsinw,g und = 2 sin — 


wg (1 + cosw,z) bedeuten. Die Ab- 
hängigkeit ihrer Amplitude vom Lauf- 
winkel der gesamten Strecke und damit 10 ta 
auch die Frequenzabhängigkeit ist da- 
her durch die Funktion 08) 
T' (w, 2) = 1 |W 
= V4 (w, z) + Ars (wıE) oz 
gegeben (Abb. 3). Bei sehr kleinen 2n tx i Wie 
Laufwinkeln nimmt die Amplitude den Abb. 3. Leerlaufspannung. 7” J-Rauschen, 
Wert T”’ v-Rauschen 
4 cos “14 


T (w, z) = an, für wird 7’ (w, = 
wir 

sie sinkt im wesentlichen also bei zunehmender Frequenz mit 1 ad ab. a; aed 

Wir betrachten abermals den Leerlaufzustand an einer Diodenstrecke und 

haben daher dieselben Ausgangsgleichungen (1) und (2) und dieselben allgemeinen 

Lösungen. Als Randbedingung an der Kathode ist aber jetzt anzusetzen: 


z=0, v=» (1+ p,cosg)...u=1+4 p,cosp (16). 
und J,=Jde 


Uy P, bedeutet die als klein anzunehmende Amplitude der spontanen v-Schwan- 
kung an der Kathode. Die J-Schwankung ist im Leerlauf Null. Es muß daher eine 
zur v-Schwankung gegenphasige Dichteschwankung vorhanden sein, die das 
Produkt aus beiden, den Konvektionsstrom, zu der zeitlich konstanten Größe J, 
ergänzt. Wegen (1) muß der Verschiebungsstrom an der Kathode Null sein, 
% (=), = 0 und nach (3) auch (2), = 0. Hieraus ergibt sich y, = konstans = o. 


x, ist eine Integrationskonstante und stellt ein Maß fiir die Feldstärke an der 
Kathode dar. Aus (4) ergibt sich mit (16) 


2q (1+ Dy cos y) = a; + @ (1 —P) 


und nach Einführung der neuen Variablen = «,— 


G(E) = [1 + p, cos (a — €)]— ai. (17) 
Desgleichen findet man aus (5): 


H(é) =—aj— 3G (é) =2o0i+ 6 — 3036 — (18) 


| 
R mr 
"ads 
2 
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Setzt man statt... y—pein und wählt y — «, = W, so werden die Gl. (3) bis (5): 


(19) 
294 = + 2a, W + W?+ cos (W —p) (20) 
6qz=6q,W + 3a, W?+ 6qp, W cos (W —p). (21) 


_ W bedeutet den tatsächlichen Laufwinkel von der Kathode weggerechnet. Dieser 
setzt sich zusammen aus dem in den Gleichungen (6) bis (9) bereits verwendeten 
3 stationären Anteil W, und einem zeitabhängigen Glied. Für eine bestimmte fest- 
Be gehaltene Stelle z ist dieses aus der Laufwinkelgleichung (21) zu ermitteln. Da 
uns nur in 9, lineare Glieder interessieren, genügt es, eine Taylorsche Reihe bis 
zum linearen Glied anzusetzen und die Koeffizienten aus (21) zu ermitteln: 


ow 

(6 qo +6, W+3W) + 6q,Weos(W—g) 
W=w,— Pos * cos (w,— 9). (22) 
a _ Hierbei sind alle ail Größen mit dem Index 1 versehen. (22) in (19) und 


(20) eingeführt liefert die Lösung der Differentialgleichungen ausgedrückt durch 


die stationären Größen F,, u,, w,: 

GF = F,— p, — cos (w — (23) 
; 

(24) 


kas 


“4 wobei 2 J = w; gesetzt ist. Für die stationären Größen gelten die Beisriigsia 


6 Go% = 6 Gow, + 30, wi + wi. (27) 
a Diese Beziehungen gelten selbstverständlich auch fiir das Ende der Entladungs- 
strecke 
hone, Die Leerlaufspannung errrechnet sich als Wegintegral der Feldstärke mit: 
2, 
2 f F dz, 
Aus (25), (26) und em) folgt: F, dz, = u, du, und — = dw,, und daher 
9 
1 te (w,). ive (28) 


Hiermit sind wir in der Lage, alle interessierenden Größen für én een anzu- 
geben. Wir wählen wiederum die komplexe on ou MER volle 
RL an. 
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Die Amplitude läßt sich durch die Funktion P” (%) darstellen (Abb. 1): is 


P" (%) = —— = ‘ 30 

Voraussetzungsgemäß beginnt die Amplitude mit ?,%. Sie endet auch wieder 


mit diesem Wert. Dazwischen durchläuft sie bei X = ————1"- - ein Maxi- 


und verschwindet bei = 

V1 1+ the 
1+ (1+ Uz) 
Mit zunehmender Anodenspannung konvergiert P” (Xmax) gegen Eins, das Maxi- 
mum rückt gegen die Kathode, ebenso die Nullstelle. 


Konvektionsstromschwankung: 


mum P" (Emax) = 


Der Konvektionsstrom ergibt sich nach Gl. (1) zu 5 =1—% = . Mit 
Hilfe von (23) erhält man für den Wechselanteil in komplexer Schreibweise 
= x -(— j 1 
St = ( e Im), (31) 


Die Amplitude stellen wir wieder durch die Funktion en nee 


dar. (Abb. 2.) a 
Voraussetzungsgemäß beginnt sie mit Null, durchläuft bei £ = a: ein 
Ur 


: und nimmt an der Anode 


1 
nin 


1 
Leer laufspannung an der Entladungsstrecke: 
„ 1 . 
r=-4», U, (1 + Uy 2) {fap(Wwı E) T fo(w, (33) 
Wiz 
Die Laufwinkelabhängigkeit ihrer = 
1 | uz| 2 2 
ist in Abb. 3 dargestellt. Bei kleinen Laufwinkeln nimmt die Amplitude den Wert 


(w, z) = —. (34’) 


Die un ur sinkt im wesentlichen hyperbolisch mit zunehmender Frequenz ab. 

Ein Vergleich der beiden Rauscharten in bezug auf ihren Frequenzgang zeigt 
he bemerkenswerten Unterschied. Die Amplituden der drei charakteristischen 
Größen vd, %, und U, sind beim v-Rauschen um eine Größenordnung in w größer 
als beim J-Rauschen: 
= ws. ; 


Ann, Physik. 6. Folge, Bd. 12 


v|= prop. —, i , |” | ist frequenzunabhingig. 


bis (5): = 
0 
(20) 
Dieser 
ndeten 
e fest- 
n. Da 
he bis q 
4 
| 
durch 
(23) 
(24) 
ngen: 
(25) 
(26) 
(27) 
ungs- 
(28) 
nZu- 
rolle = 
(29) 
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Pf Nimmt man spontane Rauschamplituden an der Kathode p, und p, von gleicher 
Be Größenordnung an, so wird bei hohen Frequenzen, bzw. sehr langen Laufstrecken 
(großen Laufwinkeln) das v-Rauschen überwiegen. Damit erscheint die in der 
_ amerikanischen Literatur allgemein vertretene Annahme, daß in Laufzeitröhren 
-* allein das v-Rauschen zu berücksichtigen ist, im Prinzip gerechtfertigt. Wir werden 
en _ jedoch im folgenden sehen, daß auch bei idealer RL unter bestimmten Bedingungen 
_ das J-Rauschen einen nicht zu vernachlässigenden Beitrag liefert; denn aus noch 
gu erörternden Gründen sind die spontanen Rauschamplituden durch einen fre- 
_ quenzabhingigen Faktor miteinander verkoppelt, so daß die Unterschiede im 


Frequenzgang der beiden Rauscharten aufgehoben werden. 


V. Zusammenhang zwischen J- und v-Rauschen bei voller Raumladung 


Im allgemeinen ist mit einem Auftreten beider Schwankungsarten nebenein- 
Se ander zurechnen. Diese können nun durch verschiedene, voneinander unabhängige 
Br Eigenschaften des Emissionsmechanismus der Kathode bedingt sein. So kommt 


EM eine Dichteschwankung (reine J-Schwankung) al'ein durch die korpuskulare Natur 
Bu der Ladungsträger zustande, ohne, daß in der Emission Schwankungen auftreten 
müssen. Die v-Schwankung hingegen ist jedenfalls in der Statistik der Elektronen- 
DR emission begründet, die im Zeitintegral zur Maxwellschen Geschwindigkeits- 
er verteilung der Elektronen führt. Letztere zieht allerdings bei konstanter Ladungs- 


dichte notwendig eine J-Schwankung nach sich, so daß man im allgemeinen mit 
ees einer v-Komponente, einer zu ihr kohärenten und einer inkohärenten J-Kompo- 
mente rechnen muß. Für inkohärente Komponenten hat man die Amplituden- 
quadrate zu addieren. Die kohärenten Komponenten von dp und %, sind durch das 
Entladungsgesetz, z.B. das RL-Gesetz der idealen Kathode miteinander ver- 
knüpft. Hier hat man die beiden Komponenten vektoriell zu addieren, wobei das 
Ps 


& 


_Amplitudenverhaltnis = und der Phasenwinkel aus dem Entladungsgesetz abzu- 


leiten sind. Für diesen F all wollen wir uns im besonderen interessieren. 
se legen den Phasenwinkel der v-Schwankung gegen die J-Schwankung mit 


6+ 7 fest, so daß wir als Randbedingungen an der Kathode erhalten: 


2=0, JF=1+pysing, u=1+p,cos(y + 6). 
0 


Voraussetzungsgemäß können wir die Ergebnisse des reinen J- und v-Rauschens 
linear superponieren, wobei in den Lösungen für das v-Rauschen lediglich m durch 
gy + 6 zu ersetzen ist. Wir erhalten mit Hilfe von (6), (7) und (23), (24) ganz all- 
gemein: 


GF p, 


tg F. 
2qoU = [2 (Go + wı) — a, | cos (w, — 7) 


GW + %ı 
% 


= wo cos (w, — — 6). 

Mit Hilfe von (8) und (28) wird die Leerlaufspannung: 
= + fo (101) — (ur) — 2* (31) 


Formeln gelten fiir beliebige RL- 


= 


; 
Forn 
Sch 
mitt 
tron 
wor 
Ann 
Erg 
dies 
is ‘ 
star 
Fall 
von 
Da 
Gri 
da 
Di 
Ek 
ste 
Ve 
= 
R 
e 
G 
m 
X 
ra 
la 
: 
d 
b 
Zi 
a 
> 
é 


eicher 
ecken 
n der 
‘öhren 
rerden 
ungen 
; noch 
n fre- 
le im 


ung 
>nein- 
ngige 
ommt 
Natur 
Treten 
onen- 
keits- 
ungs- 
n mit 
mpo- 
uden- 
h das 
ver- 
si das 


abzu- 


mit 


R. Wiesner: Randbedingungen und Laufzeiteffekte beim Rauschvorgang 371 


In dem zitierten Artikel!*) wurde p, durch Spezialisierung der abgeleiteten 
Formeln auf den RL-schwachen Sättigungsfall und Vergleich mit der bekannten 
Schottkyschen Beziehung nr = Schrotrauschen einer gesättigten Diode er- 


mittelt. Es ergab sich p, = 2 ‘2 , wobei 7, den Gesamtgleichstrom, e die Elek- 


tronenladung und dy die betescligete Bandbreite bedeuten. Es war angenommen 
worden, daß der so gewonnene Wert auch fiir den RL-Fall gelte. Unter dieser 
Annahme wurde eine gute Übereinstimmung mit den Schottky-Spenkeschen 
Ergebnissen des RL-geschwächten Rauschens®)5) festgestellt. Trotzdem läßt sich 
diese Annahme nicht mehr aufrecht erhalten, wie noch gezeigt werden wird. 

Zur Bestimmung von p, im Sättigungsfall ist zu beachten, daß in diesem Fall 
die Feldstärke längs der Entladungsbahn konstant sein muß. Im stationären Zu- 
stand führt das It. (25) zu der Größenbeziehung x, > w,. Im nicht stationären 
Fall, also bei rauschender Kathode muß die Amplitude der Wechselfeldstärke % 
von w, unabhängig sein. Aus (35) folgt mit 9% © qo + ow, (vgl. Gl. (26)) 


= V[e — cos sin = konstans. 


Da p,, p, und 6 nicht von w,, i von w, x abhängen können, folgt daraus die 
Größenbeziehung 


I “1 

Pi > Pou, do + 
d. h. das p,-Glied muß ee p, © O sein. Im Sättigungsfall kommt 
das Rauschen allein durch J-Schwankungen, durch Schwankungen der Ladungs- 
dichte an der Kathode zustande. 
Die Austrittsgeschwindigkeit der 
Elektronen spielt hier keine Rolle. 

Von besonderem Interesse ist das 
Studium der Verhältnisse im Zu- 
stand voll ausgebildeter RL. Zum 
Verständins des folgenden betrachten 
wir zunächst eine nicht rauschende 
Röhre. Hier gelten also die Gln. (25), 
(26), (27). Aus den beiden letzten 
Gleichungen erhält man durch Eli- u, 
mination der Integrationskonstanten 
%,, die ein Maß für die vom Ent- 
ladungszustand abhängige katho- 


Ur 


ye 


dische Feldstärke darstellt, eine für Wee 
beliebigen RL-Zustand gültige Be- Abb. 4. Entladungsgesetz im stationären 
ziehung zwischen der an die Ent- Zustand, Stabilitätsbedingung 


ladungsstrecke angelegten Spannung, 
ausgedrückt durch die Endgeschwindigkeit der Elektronen «,z, der Länge der 
Strecke z,z und dem Elektronenlaufwinkel w, z: 

wi g— 3 (Uz + 1) + 6 waz = 0. (38) 
w; ist hierbei ein konstanter Parameter und ist verkehrt proportional zum Strom 


Jo (ws In Abb. 4 ist dieser 


24% 


2, 
PR, 
shens 
lurch 
ar 
z all- 
(35) 
(36) 
= 
2 
ve 
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einem bestimmten Elektrodenabstand und konstant gehaltenem Strom durch- 
läuft man ausgehend von hohen Spannungen (u, z > 1) die Kurve in Pfeilrichtung, 
Hohe Spannungen entsprechen kleinen Laufwinkeln w, x. Bei kleiner werdender 
Spannung wird w,z immer größer, da sich die RL immer stärker auswirkt und 
zur Ausbildung eines Geschwindigkeitsminimums führt. Gemäß der Abbildung 
ist %, x nicht unter den dem Punkt R entsprechenden Wert herabzudriicken, will 
man reelle Werte von w,z erhalten. Unterhalb dieser Grenzspannung tritt eine 
virtuelle Kathode auf, die zur Elektronenumkehr führt. Die Entladungsverhält- 
nisse sind nicht mehr eindeutig. Der Punkt R stellt demnach jenen Grenzzustand 
dar, der bei eindeutigen Entladungsverhältnissen und gegebenem Strom (w,) den 
größten Wert von w,g und damit die größtmögliche RL aufweist. Zu einer be- 
stimmten Spannung wu, gehören, wie ersichtlich, zwei Laufwinkel w,z. Wie an 
anderer Stelle:°) erläutert, sind jedoch die Zustände mit der größeren RL und 
dem größeren Laufwinkel instabil, so daß nur die Kurve links von R physikalisch 


sinnvolle Arbeitspunkte ergibt. Der Punkt R ist durch die Bedingung ne 1—§@ 


gegeben. Bei festgehaltener Spannung, z.B. u, x, ist es gleichzeitig der Zustand 
mit dem größtmöglichen Strom J, (siehe Abb. 4). Ein größerer Strom ist zufolge 
der RL nicht durch die Entladungsstrecke zu treiben, wir haben den RL-begrenzten 
Entladungszustand vor uns. Für den Punkt R ergibt sich tatsächlich das RL- 


7 a u Gesetz der idealen Kathode, das somit auf die Grenzbedingung Zu * = 0 zurück- 
E 
Zar geführt ist. 


= ne Für eine Entladungsstrecke mit rauschender Kathode läßt sich nach einem 
m Vorschlag von H. W. König eine zu (38) analoge Gleichung für den Momentan- 
> wert wy ableiten, indem man a, mit Hilfe von (27) aus (36) eliminiert. Moment- 

Elektrodenabstand z, z und Strom 
J, sind fiir bestimmte Werte von 
Ps, P, und 6 schematisch in Abb.5 
dargestellt. Die Minima der Kurven 
liegen hierbei auf einer geschlos- 
senen Kurve um das stationäre 
Minimum herum. Legt man also 
im stationären Zustand den 
Arbeitspunkt in das Minimum 
nach w,r, dann werden zwangs- 
} 1% läufig Augenblickswerte von ug 


Wop Wp durchlaufen (z.B. Punkte A, B), 
Abb. 5. Momentbilder des Entladungsgesetzes die für die betreffende “U 
bei Vorhandensein beliebiger Rauschamplituden Kurve im instabilen Bereich liegen. 

Das ist aber physikalisch unmög- 
lich. Bei der in der Abbildung gezeigten Schar von Momentankurven ist der 


der Voraussetzung einheitlicher Elektronengeschwindigkeit genau im Gebiet 
idealer RL aıheiten kann, müssen die Kurven der Momentanwerte ihre Minima 


20) H. W. König, Laufzeittheorie der Elektronenröhren. V. Raumladungszustände 
der ebenen Elektronenströmung, ebenda. 
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auf. jet Ordinate zu W, r haben — zu a 


für jeden Zeitaugenblick, bei gleichzeitiger Gültigkeit der stationären Grenz- 


bedingung 0. Exakt genommen müßten eigentlich die Kurven, die den 


Nomentanwert uz mit dem Momentanwert wg verbinden, betrachtet und die 

Bedingung as = 0 erfüllt werden. Es läßt sich aber leicht zeigen, daß diese Be- 
EZ 

dingung mit (39) identisch wird, sofern man nur die in 9, und p, linearen Glieder 

und nicht auch quadratische ins Auge faßt. Wie wir sogleich näher sehen werden, 


führt (39) zu einer Beziehung zwi- Ue 
schen py und p, und einer! Be- 


ist die Bedingung (39) gar nicht zu rere: 

erfüllen. Das heißt: geht man von nie x eo 

der Annahme einheitlicher Elek- DEE 

tronengeschwindigkeit aus, so kann 

man unter idealen RL-Verhältnissen ch 
nur arbeiten, wenn man im Leerlauf- 
nimmt, die dann in bestimmten Be- 

ziehungen zueinander bezüglich 

Phase und Amplitude stehen müssen. 

Man mag gegen diese Betrachtungs- Wir me 


weise einwenden, daß die tatsäch- App. 6. Momentbilder des Entladungsgesetzes 
lichen Verhältnisse an der Kathode bei Vorhandensein von Rauschamplituden, die 
so wesentlich anders liegen (z. B. die Stabilitätsbedingung erfüllen 
rücklaufende Elektronen), daß die 
angeführten Argumente nur von akademischer Bedeutung wären. Dagegen läßt 
sich jedoch geltend machen, daß die auf Annahme einheitlicher Elektronen- 
geschwindigkeit fußende Theorie sich so vielfach, insbesondere im Gebiet der 
Laufzeiterscheinungen bewährt hat, daß uns die konsequente Untersuchung der 
Rauscherscheinungen auf dieser Basis einschließlich des Gebietes zwischen 
Kathode und Potentialminimum der Mühe wert erscheint. Die Mitberücksich- 
tigung dieses Teiles der Entladung hat z. B. eine wesentlich bessere Anpassung 
des stationären RL-Gesetzes an das Experiment ermöglicht, so daß wir auch 
im Falle des Rauschens hiervon einen Fortschritt erwarten. ä 


Wie _ Wir 


2 = 2 + [gu P+s7 cos — 9) 


w 
v 
Ye 


3 
(WE — p— 4). 


3 
= 
= 
39) 
“hes 
er be- 
lie an 
% 
alisch 
er 0 
E 
stand 
ıfolge 
nzten 
| RI- 
rück- 
inem 
ıtan- 
nent- 
stem 
trom 
von 
bb.5 
rven 
e- 
Umforn nd (27) — 
« 


374 Ammalen der Physik. 6.Folge. Band 12.1953 


Diese Formel stellt die Kurven der Abb. 5 dar. Die Differentiation ergibt: 


2 ps 
+ Fe sin (w, E— y — “i, | 2 


3 wi 
+ % UE = +% =] cos (W; 


[20202 — (wie | cos = 0.  (M) 
a 
hangigen Glieder identisch Null zu setzen. 
Aus (40) kénnen wir nun auch den mathematischen Beweis fiir die Notwendig- 
keit der Bedingung (39) ge Das Gebiet instabiler Entladungsverhältnisse 


ist durch die Beziehung ? = -> 0 charakterisiert (vgl. Abb.5). Aus (40) erkennt 


Zur Erfüllung dieser Bedingung sin = 0 und die Koeffizienten der zeitab- 


man, daß an einem FE mit idealer RL (Ama = 0) notwendig Momente 
1E 
mit mi > 0 auftreten müssen, sofern nicht die genannten Koeffizienten verschwin- 


= 0 führt mit (26) und (27) 


den; es muß also (39) erfüllt sein. Die Beziehung ie 
1Z 


3 


% 


2 do 


Wr 


tent 


Das ist das ideale RL-Gesetz fiir Elektronen mit endlicher Anfangsgeschwindig- 


keit v,. Null setzen der zeitabhängigen Glieder in (40), des zu 


des zu cos und zu sin @ 


proportionalen Anteils, ergibt: 
0 = 2 p, cos — sin 6 i (42) 
2 
wie 2 P,qosin d + 2 Pov. “1 cos (43) 
W, COB 6 (uz +1) cos d 


Aus (42) und (43) ist zu ersehen, daß bei Fehlen einer der beiden Schwankungs- 


arten, p, oder p,, notwendig auch die andere Null sein muß, daß also mit einer 
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Schwankungsart allein der Arbeitspunkt nicht exakt in das Gebiet idealer RL 
gelegt werden kann. Durch (44) und (45) sind also bei voller RL die Amplituden 
und die Phase der beiden Schwankungsarten miteinander verknüpft. Mit ab- 


nehmender Frequenz geht tg5—>0 und #0. Die Amplitude der spontanen 


v 
J-Schwankung ist um eine Größenordnung in w, x größer als die der spontanen 
v-Schwankung. Bei kleinen Laufwinkeln gilt: 


Bei großen Laufwinkeln und nicht zu kleinen Anodenspannungen Uy E u: 


Ps Wiz 
at 2 1)? i 


VI. Einfluß des J-Rauschens bei voller Raumladung 


Mit Hilfe obiger Ergebnisse können wir nun den Beitrag, den die beiden Rausch- 
arten bei voller RL liefern, gegeneinander abschätzen. Wir interessieren uns für 
das Ende der Entladungsstrecke. 

Für <= 1 ist, wie ein Blick auf Gl. (8) und Abb. 1 lehrt, v5 = 0, also kein Bei- 
trag der Elektronenwechselgeschwindigkeit seitens der J-Komponente vorhanden. 
Die gesamte Wechselgeschwindigkeit ist durch das v-Rauschen bestimmt. Wegen 
des Phasenwinkels 6 in der Randbedingung haben wir (29) mit e’® zu multipli- 
zieren und erhalten: 

DE = — Py (46) 


Fiir die Konvektionsstromschwankung erhalten wir als Beitrag vom J-Rauschen 
aus (12), (44) und (45): 


“1s So 1 . 


Als Beitrag vom v-Rauschen aus (31): De ote 
LE = Je (48) 


und als Summe: 


Wr 
Suz =— +1) ei! 2), (49) 
Durch Vergleich von (48) und (49) erkennt man, daß die J-Komponente wesent- 
lich wird, wenn w, z in die Größenordnung von 2(u, x + 1) kommt, also bei großen 
Laufwinkeln, bzw. kleinen Anodenspannungen %, x. In Abb. 7 ist die Laufwinkel- 
abhängigkeit der beiden Amplituden wiedergegeben. Die Abhängigkeit von u, x 
erhalten wir durch Einführung von 2, x und a, g an Stelle von w, x und J, mit Hilfe 


von (41). Es gilt: 


Y 
EN, 
Er 
2% 
> 
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> 
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Dies in (49) eingeführt ergibt für die Amplitude von x: 


In Abb. 8 sind M und M” 
dargestellt. Für sehr große 
Anodenspannungen gehen 
beide in die Gerade M = 
M'" = über. Bei kleine- 
ren Spannungen werden die 
Unterschiede erheblich. Hier 
wirkt sich auch der Einfluß 
der Frequenz und des Elek- 
 trodenabstandes aus”). 


3K 9 2? 
= M (ur) = (uz + 1) + 
Analog erhält man aus (48): 
is 3K ” 


Abb. 7. Konvektionsstromschwankung mit und ohne 
J-Rauschen, Laufwinkelabhängigkeit bei u, = 4 


Up 
J- Rauschen t’= +1) 


(33) mit e/? multipliziert: 


Ur 


v-Rauschen tr" ~ 2 pe (te + 1) T, 


pie 


= 
"ohne J-Rauschen 
- L 
2n 4n 


= {Anja (wir) + (w; z)} 


ohne J-Rauschen 


Abb. 8. Konvektionsstromschwankung mit und 
ohne J- Banschen, 


Schließlich ermitteln wir 
noch die beiden Beiträge 
zur Leerlaufspannung. (44) 
in (14) eingeführt liefert: 


(uz + 1) cos 6° 
(52) 
wip (far (we) + ih (w, (53) 


Zur näheren Erläuterung spezia- 
lisieren wir zunächst auf kleine 
Laufwinkel, w, z <r/2. Dann wird 
nach (45) tgd<1 und daher 
cos 6 ~ 1, sinö=0 und weiters 

WE ” 
d.h. bei kleinen Laufwinkeln ist 
die J-Komponente gegen die v- 
Komponente vernachlässigbar. Z. 
B. ergibt sich bei 10 MHz, einem 
Elektrodenabstand von 1 mm und 


21) Werte von u,,—>0 sind aus 
der Betrachtung auszuschließen, da 
hierfür bei Ermittlung des Lauf- 


Use winkels aus der Laufwinkelgleichung 


die genügend rasche Konvergenz der 
Reihenentwicklung (22) in Frage ge- 
stellt ist. 


Hi 
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100 Volt Anodenspannung w, 5 zu w, g = 0,03 und das Amplitudenverhältnis zu 


=3.10%. 
a Bei großen Laufwinkeln, w, z> r/2, erhalten wir hingegen für das Amplituden- 
verhältnis: 
| (ur + 1) 


Hier kann also die J-Komponente in die Größenordnung der v-Komponente kom- 
men. Dazwischen, bei we = (2 + 1)a (n=1,2,3...) liegen allerdings Null- 
stellen von |T’|. Z.B. erhält man bei 100 Volt, 1 mm Elektrodenabstand und 
10000 MHz w, x 10 x und 1, bei 30000 MHz w, » 30x und 3. 

Liegen im Gegensatz dazu voneinander unabhängige Rauschkomponenten 
vor, so nehmen diese bei kleinen Laufwinkeln die gleiche Größenordnung an, bei 
großen Laufwinkeln überwiegt eindeutig die v-Komponente (vgl. Schluß von Ab- 
schnitt IV). 


VII. Bestimmung der Konstanten p, bei voller Raumladung 


Die in dem vorangegangenen Abschnitt abgeleiteten Formeln für die das Ent- 
ladungsbild charakterisierenden Größen enthalten noch als unbekannte Konstante 
die spontane v-Schwankung an der Kathode p,. Wir können diese naturgemäß 
nur durch Anschluß an die bestehenden statistischen Theorien zur RL-Schwächung 
des Rauschens ermitteln, in analoger Weise, wie wir früher die Ermittlung von p, 
für den Sättigungsfall angedeutet haben. Die zur Verfügung stehenden statisti- 
schen Theorien zur RL-Schwächung (Schottky-Spenke*)5), Rack®)) beziehen 
sich nur auf niedrige Frequenzen (vernachlässigbare Laufzeit), weshalb wir, um 
vergleichen zu können, unsere Formeln auch auf w, z — 0 spezialisieren müssen. 
Nach Schottky-Spenke erhält man für den quadratischen Mittelwert des 
Kurzschlußstromes 


Hierbei bedeuten: q x = Kathodentemperatur 


U,n = Spannung des Potentialminimums gegen die 
Kathode < 0 
U,z = Anodengleichspannung. 
Die 
Formel (54) gilt allerdings nur für hinreichenden Abstand vom Anlaufstromgebiet 
U 1M 


Außerdem gilt in unserer Bezeichnungsweise die Beziehung ors >. 


> 1, so daß wir ohne wesentliche Einschränkung des Anwendungsbe- 
0 


reiches U,» gegen U,% vernachlässigen können. Wir erhalten wegen ze | 


Kurzschlußstrom sind ch die Beziehung 
h=— Hierbei bedeutet r, den Innenwiderstand der Dioden- 


(50) 
(48): 
(u 1 E) 
(51) 
| M" 
TOBe - 
ehen 
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fluB 
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cat ited den wir der Arbeit?) entnehmen. Für vernachlässigbare Laufwinkel 
lautet dieser: 


+ 13. (55) 


zer _ Andererseits finden wir für wg > Bu aus (52) und (53) für die Leerlaufspannung: 
wird das Amplitudenquadrat: 
und das Quadrat des Effektivwertes: re Nae 
945 
tet = Poo, +i) 
h mit (54a) liefert als Ergebnis: 


Vergleic 


p= dv. (57) 


Auf diese Weise ist also bei voll ausgebildeter RL der Absolutwert von p, 
und durch (44) auch der von p, für niedrige Frequenzen festgelegt. Es ist plausibel, 
anzunehmen, daß dieser auch bei hohen Frequenzen gilt. Bei welchen Frequenzen 
die Grenze des Geltungsbereiches zu ziehen ist, läßt sich hier nicht entscheiden 
und fällt als Frage des Emissionsmechanismus der Kathode aus dem Rahmen 
unserer Betrachtungen heraus. Die Beziehungen der beiden Rauschkomponenten 


beliebig hohe Frequenzen. 


Herrn Prof. Dr. H. W. König möchte ich für die Anregung zu dieser Arbeit, 
sowie für wertvolle Hinweise anläßlich zahlreicher Diskussionen aufrichtig danken. 


®) H. W. König, Laufzeittheorie der Elektronenröhren. VI. Stationäre und frequenz- 
bedingte Kathodeneigenschaften. Ebenda, S. 246. 


Wien, KG aus dem Röhrenlaboratorium der Siemens & mae % m.b.H. 


2 


zueinander (44) und (45) gelten jedoch unter den gemachten Voraussetzungen für . 


Zui 


of 
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Zur von Messungen des An- und 
Photoleitfähigkeit 


Von @. Höhler 


1 Abbildung) 


Inhaltsiibersicht 


Es wird angegeben, wie man aus dem Verlauf des An- und Abklingens des 
Photostroms feststellen kann, ob zur Beschreibung der Rekombination eine 


Bilanzgleichung, insbesondere eine solche von der Form 2=a- an—Bn® 


ausreichend ist. Anwendung der Methode auf die Messungen von Fassbender 
und Seraphin zeigt, daß die behauptete Bestätigung der obigen Bilanzgleichung 
nicht zutrifft, soweit eine Nachprüfung möglich ist. Der Abklingvorgang ist zu 
langsam im Verhältnis zum Anklingen und man muß neben der Elektronenkonzen- 
tration im Leitungsband mindestens eine zweite Variable und damit eine zweite 
Bilanzgleichung einführen. Die nur auf eine Variable bezogene Bezeichnung 
„gemischter mono- und bimolekularer Mechanismus“ verliert damit ihre Bedeutung. 
Als zweite Variable kommt in erster Linie die Elektronenkonzentration in den 
Haftstellen in Betracht. — Neue Messungen an anderen Kristallen sind näherungs- 
weise mit der oben genannten Bilanzgleichung vereinbar ; ob auch die Abhängigkeit 
von der Lichtintensität richtig wiedergegeben wird, wurde bisher nicht untersucht. 


1. J. Fassbender und B. Seraphin!) haben kürzlich in dieser Zeitschrift 
Messungen des An- und Abklingens der Photoleitung bei CdS-Einkristallen ver- 
öffentlicht. Sie fanden gute Übereinstimmung zwischen Experiment und Theorie 
bei Annahme der Bilanzgleichung 


dt 


für pe FERNE im Leitungsband (a = Zahl der optischen An- 
regungsprozesse pro sec und cm®). Die Prüfung der Theorie war insofern unzu- 
reichend, als sie sich auf einige Teilaussagen beschränkte. Man muß untersuchen, 
wie gut die Meßkurven durch die Kurven der Theorie wiedergegeben werden, 
wenn die verfügbaren Parameter möglichst günstig bestimmt sind. 

2. Wir geben zunächst in einer für unsere Zwecke geeigneten Form die Lösungen 
von (1) an. ,=n(0), A=a?+4aß 

A + (2 mB + x) Tg (At/2) 


1) J. Fassbender u. B. Seraphin, Ann. Physik (6) 10, 374 (1952), mit ,, FS“ zitiert. 


winkel 
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Damit läßt sich (2) auch schreiben 


Ay 


“lt 


„Art, _ 2A At 


Die Halbwertszeit des Anklingens berechnet sich aus?) 


exp (tA)—1. a+3A 6 
_ Die Abklingkurve folgt aus (4) mit n.: — 0, a > 0°) 
n Eexp (— a t) h & 
a Wir geben Näherungen für große und kleine Zeiten *) an 
_ Ferner interessiert uns die Halbwertszeit des Abklingens a 
1 
=Zhil+9 (9) 
= sowie die Konzentration ot der doppelten Halbwertszeit 
(10) 


Da « und 8 immer positiv sind, ist O<&£< 1 uni für die en bei der 
doppelten Halbwertszeit muß 


n (2 t’) 


2) Druckfehler bei FS Gl. (11). 

3) Rechenfehler bei FS GL (14), (3c), (2c), (15). 

4) Der Nachweis einer „Hyperbelnatur‘“ (FS) ist nicht korrekt, weil auf der Abzisse 
statt ¢ die Größe (1 + « t/&) aufgetragen sein müßte. Einfacher ist es, n,/n über t aufzu- 
tragen (8b). Hyperbelexponenten (analog zum Abklingen der Phosphoreszenz) sind nur 

für Zeiten interessant. 
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Vor dem Abschalten des Lichtes herrschte ein stationärer Zustand mit der Kon- 
zentration N%,t = n, und a optischen Anregungen pro sec und cm*. Aus der ersten 
Gl. (3) schließen wir, daß 

1—€. 2—é 

4aß= 40? a} A 

Die mittlere Aufenthaltsdauer der Elektronen im Band folgt aus (12) und (3) 


(12a, b) 5) 


sie ist leicht aus Ahlitnghuere en bei kleinen Zeiten zu entnehmen (8b). Wir drücken 
noch die Halbwertszeit für den zu n,: führenden Anklingprozeß durch & und é 


t=." — (8 — 14 
daQ<f&< 1. (14a) 


Wenn ein Parameter (n,, bzw. n,) in den Ordinatenmaßstab aufgenommen 
wird, genügen jeweils zwei weitere (A,« bzw. «,&) zur Festlegung der An- und 
Abklingkurven (5) und (7). Da A aus « und & berechenbar ist (12), ist der gesamte 
Verlauf durch die beiden Parameter « und £ festgelegt, wenn der Endwert des 
Anklingens gleich dem Anfangswert des Abklingens ist. Setzen wir dies für zu- 
sammen betrachtete An- und Abklingkurven voraus, so ist die Brauchbarkeit der 
Theorie daran zu erkennen, wie gut bei bestmöglicher Wahl von x und & die MeB- 
kurven durch (5) und (7) wiedergegeben werden. Außerdem ist zu fordern, daß 
bei Änderung von a die durch (12a) festgelegte Änderung von £ eintritt (Abkling- 
messung), sowie die durch (13) festgelegte Änderung der stationären Konzentra- 
tion, während natürlich « und 8 ungeändert bleiben. 

3. Für die Bestimmung von « und £ bieten sich,. wenn wir von den Abkling- 
kurven ausgehen, zwei einfache Möglichkeiten: 

a) Für genügend große Zeiten sollten die Abklingkurven nach (8a) in halb- 
logarithmischer Darstellung in Geraden übergehen. Die Meßkurven zeigen nach 
einem gekrümmmten Anfangsteil in der Tat einen solchen Verlauf. Da mehr als die 
Hälfte aller Meßpunkte recht gut auf den Geraden liegen, kann man deren Kon- 
stanten (etwa Neigung und Ordinatenabschnitt) und mit (8a) daraus x und & 
mit einiger Genauigkeit ermitteln. Nachträglich ist zu prüfen, ob in dem Bereich, 
in dem die Meßkurven linear sind, die Näherung (8a) auch zulässig ist. Wenn dies 
nicht der Fall ist, ist die Anpassung schlecht und das Verfahren nicht brauchbar. 

b) In jedem Falle erhält man eine günstige Anpassung, wenn man die Kurve (7) 
durch zwei geeignete Meßpunkte legt. Die Formeln werden nur wenig kompli- 
zierter als in 3a), wenn die Zeiten im Verhältnis 1:2 stehen. 


In ; §= 1) j (15) 


n (t) 


Da die Meßpunkte am Anfang stärker streuen, wählt man fiir 2¢ am besten die 
größte gemessene Zeit. 


5) Aus (12b) erkennt man, ob (5) durch eine Tg-Kurve approximiert werden darf. 


= 
4 
(3) 
: 
(4) 
* 
(5) 
. 
| 
| 
= 
a 
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; 


EV ze Das Verhältnis «/§ kann aus dem Anfangsteil der Ne (8b) und auch 
der Anklingkurve (5) 


entnommen werden. ine 


4. Falls es sich herausstellt, daB die nach 3. gefundenen Werte, in 5) und (7) 
eingesetzt, zu starken Abweichungen von den Meßkurven führen — in großen 
Zügen erkennt man das schon aus (8b), (14) und (16) — entsteht die Frage, ob durch 
Abänderung der rechten Seite von (1) eine Verbesserung zu erreichen ist. Eine 
Bilanzgleichung der Form 

dn _ =a—f (n) 


di (17) 


ist noch immer recht speziell und besagt, daB dn/dt nur von der gerade im Band 
herrschenden Konzentration, nicht aber von der Vorgeschichte abhängt. Ob 
diese Aussage zutrifft, läßt sich folgendermaßen prüfen. Man bestimmt durch 
_ numerische oder graphische Differentiation für die An- und Abklingkurven dn/dt 
und trägt es über n auf. Die so gefundenen Kurven sollten für alle Abklingmes- 
_ sungen am gleichen Kristall aufeinanderfallen und überdies mit der aus stationären 
Messungen bekannten Kurve a = f(n) übereinstimmen. Für die Anklingmessungen 
hingegen sollten zu verschiedenen Lichtintensitäten gehörige Kurven gegen 
_ —f(n) um einen Betrag parallel verschoben sein, der der Lichtintensität proportio- 
nal ist. Nur wenn diese Forderungen wenigstens näherungsweise erfüllt sind, ist 


punkte und an stark gekriimmten Stellen auch ihr relativ großer Abstand machen 
sieh an der differenzierten Kurve unangenehm bemerkbar. Ein Schirmbildphoto, 
dessen Verzerrung durch die Nichtlinearität des Rohres nachträglich korrigiert 
werden kann, wäre wünschenswert. 

N 5. Die Anwendung der hier geschilderten Methoden ist zur Zeit nur in kleinem 
_ Umfange möglich. In der Arbeit (FS) fehlen einige für unsere Auswertung wich- 


waren. — 

Bei den Kristallen Nr. 2 und 5 (Abklingmessung Abb. 11 FS) versagt die Methode 
3a) weil bei den gefundenen Werten x, & der lineare Verlauf gemäß (7) erst viel 
später einsetzen sollte, als es die Messungen zeigen. Bis auf systematische Ab- 
weichungen im ersten Drittel der Kurven könnte man sich mit der Anpassung 3b) 
zufrieden geben (z. B. Kristall Nr. 5, „21 em“: x = 82, £ = 0,21). Die Halbwerts- 
zeit des Anklingens (Abb. 7 FS) weicht jedoch sehr erheblich von dem nach (14) 
erwarteten Wert ab, wenn man annimmt, daß die (leider nicht mehr feststellbare) 
Intensität des Lichtes bei dieser Messung etwa gleich der bei der Abklingmessung 
(Abb. 11 FS) war *). Eine Vergrößerung der Intensität verkürzt zwar die Ankling- 
zeit (Abb. 10 FS), aber die aus (14) und (12a) zu berechnende Erhöhung gegenüber 
„icm‘ kann bei der Anklingmessung aus apparativen Gründen auch nicht an- 
nähernd vorgelegen haben. Kristall Nr. 3 zeigt eine ähnliche Diskrepanz zwischen 
_ An- und Abklingmessung. Die Messungen (FS) stellen also, soweit hier verwendbar, 
eine Widerlegung der Bilanzgleichung (1) dar®). Fassbender und Seraphin 


*) Anmerkung bei der Korrektur: 

nahme zutrifft. 
6) (14a) ist immer verletzt, denn die für den Ab- bzw. ren a 

= sich wie 20: 1 (FS, S. 


Inzwischen habe ich erfahren, daß diese An- 


die Beschränkung auf eine Bilanzgleichung vernünftig. Die Streuung der Meß- 


tige Intensitätsangaben, die leider auch nachträglich nicht mehr zu beschaffen 
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haben dies nicht bemerkt, weilsie eine Konstante aus dem Abklingen und die andere 
aus dem Anklingen bestimmten und nicht prüften, ob beide zusammen den ge- 
messenen Kurvenverlauf richtig wiedergeben. 
Bei zwei neuerdings untersuchten Kristallen (Nr. 61 und 217) ist esnun möglich, 
größere Teile der Abklingkurve und auch der Anklingkurve gut durch theo- 
retische Kurven wiederzu- 
geben (z. B. Kristall Nr.217 &- 


(Abb. 1) mit a« = 900, PN ‘ f 
£= 0,3). Lediglich bei 08\- afte 


größeren Intensitäten zeigen 2 
sich systematische Abwei- 
chungen. Diese neuen Kri- 
stalle haben die Besonder- 981 
heit, daß die Halbwerts- 

zeiten des Abklingens nur 9 
wenig länger sind (Faktor 

1,1 bzw. 1,9) als die des An- yy 


klingens. Bei allen friiher Er 
waren die Unterschiede rags 307 
wesentlich größer. Messun- 
Auswertung von An- und 3 


Abklingmessungen ist in 12 24 76 Die co 
zweifacher Hinsicht nötig: 

a) bei der Berechnung 
der Elektronenkonzentration 


aus dem Strom, 


— 


b) durch eine Erweite- u 


rung der Bilanzgleichung. 
6a) Zur Berechnung von 


m verwendet man die fast 

skopische Beweglichkeit. 


Die einen zeitweisen Auf- 44 
enthalt in Haftstellen be- 
rücksichtigende Driftbe- 
weglichkeit ist ungeeignet, 
weil sie sich mit n in noch 
komplizierterer Weise ändert 
als die erstere. Unveröffent- 
lichte Hallmessungen von Diedrich (s. FS) eigen eine Abnahme der Beweglichkeit 
bei hohen Lichtintensitäten. Eine naheliegende Deutung für diesen Effekt und 
auch die richtige Größenordnung gibt die Streuung an den positiven Zentren, 
welche durch die Anlagerung der Löcher an Störstellen entstehen. Jedoch wird 
der Sachverhalt durch die Streuung an anderen 


i 1 1 1 

02 04 06 08 10 12 14 0" sec 
Abb. 1. An- und Abklingkurve des Kristalls Nr. 217 bei 
gleicher Lichtintensität. Die ausgezogene Kurve ist mit. 
a = 900, & = 0,3 aus (5) mit (12b) und (7) berechnet. 
Diese Messungen wurden freundlicherweise von Herrn 
Dr. Seraphin zur Verfügung gestellt 
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bis ¢ = O ergänzen sie sich aber mit der ursprünglichen optischen Anregung zu 


RR ig nären Fall haben. Das Verfahren ist unabhängig von speziellen Annahmen über 


_ Griinden nicht anwendbar sein. 


_ Eine entsprechende Rechnung ist mit großen Unsicherheiten behaftet, weil die 


zu arbeiten. 


sollte. Verbesserungen der in 6a) genannten Art helfen hier nicht weiter, zumal 


7 Kristall“ (FS) vorkommen. Die Bilanzgleichung (1) ist ein Grenzfall, der bei 


stellen nicht ausreicht, um die während des exponentiellen Abklingens fließende Elektri- 
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Auch die Abklingmessungen selbst können zur Bestimmung der Beweglichkeit 
herangezogen werden’). Ändert man nach Erreichen eines stationären Zustandes 
plötzlich (£ = 0) die Lichtintensität, so ist (dn/dt),_o dem Betrage nach gegeben 
durch die Änderung der Zahl der optischen Anregungsprozesse pro sec. Denn alle 
anderen Übergangswahrscheinlichkeiten berechnen sich aus den Besetzungszahlen 
der verschiedenen Termgruppen und können sich wie diese nur stetig ändern, 


_ dn/dt=0. Nach einer Annahme über die Quantenausbeute kennt man also (dn/dt), — 9, 
gemessen wird (di/dt), - 9 und bei bekannter Feldstärke erhält man die mikroskopi- 
sche Beweglichkeit. Messungen von (di/dt), — o bei plötzlicher Änderung der Licht- 
_ intensitat erlauben also eine Abschätzung, wieweit die Kurvenform des An- und 
_ Abklingens durch Änderung der Beweglichkeit verzerrt wird. Genau ist die Kor- 
rektur nicht, weil die Streuzentren einen anderen Ladungszustand als im statio- 


den Rekombinationsmechanismus, wird aber in manchen Fällen aus meßtechnischen 


Nach FS ist die Form der Kurven unabhängig von der Wellenlänge des einge- 

_ strahlten Lichtes, wenn man die Änderung der Absorption in Rechnung stellt. 
Diese Aussage ist nicht verständlich, denn die An- und Abklingkurven sind inten- 
sitätsabhängig und bei genügend starker Absorption sind im Kristall beträchtliche 
Intensitätsunterschiede vorhanden. Die Messung summiert über Kurven mit 
verschiedener Intensität und müßte daher eine andere Kurvenform ergeben). 


Elektronendiffusion berücksichtigt werden muß. Außerdem kann die Deutung im 
Gebiet starker Absorption noch durch eine zusätzliche Oberflächenrekombination 
_ erschwert werden, so daß es vorteilhaft erscheint, im Gebiet schwächerer Absorption 


Schließlich sei noch daran erinnert, daß wir vorausgesetzt haben, daß während 
des An- und Abklingprozesses die Potentialverteilung im Kristall sich nicht ändert, 
_ eine Annahme, die experimentell wohl noch nicht geprüft worden ist. 
j 6b) Bei den bisherigen Messungen sind oft Kristalle gefunden worden, bei 
denen das Abklingen viel langsamer verläuft (um eine Größenordnung und mehr), 
als man es nach dem Anklingen bei Gültigkeit der Bilanzgleichung (1) erwarten 


: doch wohl alle Übergänge vom Typ des Kristalls Nr. 217 bis zum ,,extrem trägen 


manchen Kristallen eine brauchbare Näherung darstellen mag; im allgemeinen wird 
es aber erfoderlich sein, wenigstens eine zweite Variable und damit eine zweite Bilanz- 
_ gleichung hinzuzunehmen. Anschaulich liegt es nahe, die Verlangsamung des Ab- 
_ klingens auf eine Speicherung von Elektronen in Haftstellen zurückzuführen, also 
deren Besetzungszustand als zweite Variable hinzuzunehmen ®). Man braucht nun 


*) Lee Gildart and A. W. Ewald, Physic. Rev. 88, 359 (1951). 
t) W. de Groot, Physica 7, 4&2 (1940). 
*) Die Bedenken von FS beziehen sich darauf, daß die Nachlieferung aus den Haft- 


_ zitätsmenge zu liefern. Ähnlich wie in der Erklärung des „Verstärkungsfaktors‘‘ darf man 
aber doch wohlannehmen, daß wegen der Neutralitätsbedingung zu den Elektronen in den 
Haftstellen positiv geladene Zentren gehören. Wenn die Elektronen dann ins Leitungs- 
S band gehoben werden, kann während der Lebensdauer einer entsprechenden Zahl von posi- 
tiven Zentren ein Strom durch den Kristall fließen. = 
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auch eine zweite Anfangsbedingung, also eine Aussage iiber den Besetzungszustand 
der Haftstellen zu Beginn des Prozesses. Einfache Verhältnisse liegen z. B. vor 
beim ersten Anklingen eines ausgeheizten oder ausgeleuchteten Kristalls. 

Die Beschränkung auf zwei Bilanzgleichungen setzt voraus, daß man lediglich 
Haftterme einer bestimmten Energie einführt und annimmt, daß im Valenzband 
entstehende Löcher sich genügend schnell an Störstellen anlagern und thermisch 
nicht wieder abgelöst werden. Modelle dieser Art und auch kompliziertere sind 
schon oft diskutiert-worden. Leider standen der größeren Zahl von unbekannten 
Parametern nur wenige quantitative Experimente gegenüber. Ein Fortschritt 
dürfte hier wohl nur durch sorgfältige und vor allem unvoreingenommene Ex- 
perimente zu erreichen sein. Die Auswertung und die Bestimmung der Parameter 
aus den Messungen sind keinesfalls einfach, weil es sich um ein nichtlineares System 
von Differentialgleichungen handelt!°). Am besten wäre es, Grenzfälle zu unter- 
suchen und zu ihrer Herstellung neben der Veränderung der Haftstellenkonzentration 
die aus der Lumineszenzphysik schon lange bekannten Mittel zur Änderung der 
Besetzungszahl der Haftstellen zu benutzen: Temperaturänderung, Ultrarotein- 
strahlung, hohe elektrische Felder. Eine gleichzeitige Beobachtung von Leit- 
fähigkeit und Lumineszenz führt zwar zunächst nicht zu einfachen Ergebnissen"), 
wird aber sicher einmal erheblich zum Verständnis des Rekombinationsvorganges 
beitragen. 


Ich danke Herrn Prof. Möglich und Herrn Dr. Seraphin für Diskussionen 
sowie Herrn Penzlin für eine Nachprüfung der Rechnungen. 


10) Anmerkung bei der Korrektur: Günstiger als eine rechnerische Auswertung ist 
die Nachahmung des den Bilanzgleichungen zugrunde liegenden Systems mit elek- 
trischen Schaltelementen. Eine entsprechend ergänzte Maßapparatur könnte direkt die 
Bestimmung der Parameter erlauben. 

11) R. H. Bube, Physic. Rev. 88, 393 (1951). 


Berlin, Institut für theoretische Physik der Humboldt-Universität und In- 
stitut für Festkörperforschung der Deutschen Akademie der Wissenschaften. 
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Zur ea der Anregung von Dickenschwingungen 
piezoelektrischer Kristall-Platten 
Br N. on Rudolf Meier und Kurt Schuster 


(Mit 2 Abbildungen) 


: 
Die Gesetze der Anregung von ERTEERER seitlich poner aus- 
_ gedehnter piezoelektrischer Kristallplatten werden abgeleitet und auf drei für die 
Praxis wichtige Sonderfälle angewandt. Der Zusammenhang zwischen der maximal 
es _ entnehmbaren Schall-Leistung und der mechanischen und elektrischen Zerstörungs- 
 festigkeit eines Schallgebers wird aufgezeigt und daraus der günstigste Wellen- 


widerstand des angrenzenden Mediums zur Erzielung einer optimalen Schall- 
Leistung ermittelt. 


Die Mannigfaltigkeit der Erscheinungen, die an schwingenden piezoelektrischen 
Kristallplatten zu beobachten sind, läßt darauf schließen, daß eine streng theore- 
= 7 = tische Behandlung dieser Probleme recht kompliziert sein dürfte. Ein großer Teil 
von Besonderheiten, etwa das Auftreten von Querschwingungen, läßt sich auf den 
a Einfluß der endlichen Begrenzung der Platten zurückführen. Es erscheint daher 
angebracht, die Verhältnisse zunächst für den Fall von Kristallplatten zu klären, 

die seitlich unendlich ausgedehnt sind. Der folgenden Untersuchung wird diese 
Annahme der unendlichen Ausdehnung in seitlicher Richtung zugrunde gelegt. 
Die planparallele Kristallplatte der Dicke h, durch deren Flächennormale die 
Richtung der x-Achse festgelegt sei, werde durch ein senkrecht zur Oberfläche 
_ verlaufendes homogenes elektrisches Feld E, + 0, E, = E, = 0 zu Schwingungen 
angeregt. Das durch die elektromechanische Rückwirkung entstehende Zusatz- 
feld werde durch den Ausdruck (—grad ®) dargestellt!). Der Gesamtwert der elek- 
trischen Feldstärke setzt sich aus dem ,,anregenden“ Feld und dem ,,induzierten“ 
Feld additiv zusammen. Da das Fehlen einer seitlichen Plattenbegrenzung und 
die Homogenität des anregenden elektrischen Feldes vorausgesetzt werden, 
können sich nur ebene Wellenvorgänge ausbilden, deren Ausbreitungs-Richtung 
mit der x-Achse zusammenfällt. In den allgemeinen Formeln ist entsprechend 


geno zu setzen. Wie in jeder Ausbreitungs-Richtung innerhalb des 
_ Kristalls sind auch in der x-Richtung drei ebene Wellen mit den Wellenzahlen 
k,, k, und k, zu unterscheiden. Jeder dieser drei Wellen ist ein Verrückungs- 
Vektor q, mit den Komponenten £,, 7, und £, zugeordnet (p = 1, 2, 3); außerdem 
ist im allgemeinen mit jeder der drei Wellen infolge der elektromechanischen 
Kopplung ein Wellenvorgang für die ,,induzierte“ Spannung ®, fest verknüpft. 


1) R. Meier u. K. Schuster, Ann. Physik (6) 11, 397 (1953) (im folgenden mit 
„Teil I“ zitiert). 
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Für jede vorgegebene Richtung im Kristall, so auch für die x-Richtung, stehen die 
vier Schwingungsgrößen £,, 7j,, ¢,, ®, in einem festen Verhältnis zueinander, wie 
in Teil I näher ausgeführt wurde. 

Dementsprechend sei im Kristall 


= Ay Sp» Np = b, (1) 


Die vollständigen Materialgleichungen (vgl. I (6)) nehmen dann die Form an 


1 ö ö ö 
X, = t Oy Sy + 95, — en 
Z, = Cuz t+ + Iv Sv es E, (2) 
é ö [7 ö 
3 
p Pp 


Alle Größen sind mit dem Zeitfaktor ei®t behaftet. Die zeitfreien Schwingungsgrößen 
sollen mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet werden wie vorher. Da der einem 
bestimmten Index p entsprechende Teilwellenvorgang im Kristall aus einer hin- 
laufenden und einer rücklaufenden ebenen Welle besteht, kann 


= A, ethos + B, (3) 
gesetzt werden. Fiihrt man im Gleichungssystem (2) die Differentiation aus und 
sammelt alle & mit gleichem Index, so erhält man mit den Abkürzungen j 
Cy + + Crp + Cu = Cu 
Cy + Cis + Cig + Cur Go = Cre 
Cu + + Cds + Ys = Cis 
C51 + C5541 + C56 + C15 Gr = Con 
Cx + C552 + C56 + C15 Jo = Cre wer 
C51 + + Cg Ds + C15 9s = Cia 
Cor + + Cog + Eis = Cor 
Cor + Cos + Cog + E10 92 = Coe 


Cor + + Cog + E10 Ys = Cos 


fiir die Spannungskomponenten i im Kristall 


X,=—t Sk, (A, B, et thor) —e,E, 
p 
p 
X,=—t B,etikor) — e,, E,,. 


p 
Zu beiden Seiten der Kristallplatte sei eine Folge von planparallelen Platten aus 
homogenem, isotropem Material angeordnet, deren Normalen mit der x-Richtung 
zusammenfallen. Sind die beiden unendlichen Halbräume von je einem homogenen 
Medium ausgefüllt, so ist dieser Spezialfall in dieser allgemeinen Annahme ent- 
halten. Die akustischen Eigenschaften der beiden Plattenfolgen seien durch die 
als Verhältnis von zu (auf d die Flächenein- 
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heit EEE seiten Widerstände W, und W, in den beiden Oberflächen 
der Kristallplatte charakterisiert, wie sie sich bei Betrachtung von der Kristall- 
platte aus nach außen ergeben. 

In den Kristalloberflächen x=0(0 und x=h sollen die Verrückungen B, 


und ist zu setzen 


gan 
x! =—-ioW,4A, 


denn die Kräftebilanz an den Oberflächen erfordert, daß dort die Normalspannung 
gleich dem äußeren Druck wird. Die Verbindung zwischen der Kristallplatte und 


(6) 


den angrenzenden Platten sei derart, daß keine Tangentialspannung übertragen 

ER wird. Die Platten seien also nicht fest verkittet, sondern etwa mit Öl angesprengt. 


Pi Dann ist als Grenzbedingung das Verschwinden der Tangentialspannung an den 
Oberflächen zu fordern: 


- = zw — x® _ x” — (7) 


Weiterhin muß beim Durchgang durch die beiden Oberflächen für die Verriickung 
die Stetigkeit der Normalkomponente gewahrt sein. Es existieren also im ganzen 
8 Grenzbedingungen, an jeder der beiden Oberflächen 3 Bedingungen für die 
Spannungskomponenten und eine für die Verrückung. Unter der 
Gln. (3), (5), (6) und (7) erhält man sie in der Form RR 


p 

Cry BER B)=iesE, 

Xk, (A,— B,) = te, E, 
p 

+ B,)— B, = 0. 


p 


Sk, 6s, (A, e~ 


k, Cop (A, e-ikph _ B, etikph) 
p 


(A,eikoh 4 B,etiksh) _ A, — 0, 


p 


Diese 8 Gleichungen sind gerade ausreichend zur Bestimmung der 8 unbekannten 
Amplituden A,, B,, A,, B,. Dabei ist zu betonen, daß unter E, nicht das Gesamt- 
feld, sondern nur das kann anregende Feld verstanden wird, das mit der 
_ Oberflächenladung D, nach der Formel D, = &,, E, zusammenhängt. Nimmt man 
= BAR an, daß die gew ünschte Ultraschallstrahlung in Richtung der positiven x-Achse 
lt so interessiert speziell der Wert der Oberflächenamplitude als Funktion 
es des anregenden Feldes bzw. der Ladung. Aus A, kann dann die Schallstärke als 
Schall-Leistung pro Flächeneinheit bestimmt werden. 
= Die Berechnung von A, läßt sich bei beliebiger Dicke der Kristallplatte (also 
auch außerhalb der Resonanz) und für beliebige akustische Widerstände W, und 
W „leicht durchführen, wenn eine der drei Wellen, die sich in Richtung der Platten- 
Normalen ausbreiten, eine reine Verdichtungswelle ist. Das ist beispielsweise der 
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Fall bei Quarz im x-Schnitt und bei Lithiumsulfat im y-Schnitt. Für die komplexe 
Schallschnellen-Amplitude U, = im A, ergibt sich bei Quarz 


—Z,(1—coskh) +i W,sinkh 
Z,(W, + W,) coskh + i(Z2 + W, W,)sinkh én |. (9) 


Dabei ist Z, = v, o der Schallwellenwiderstand der Kristallplatte. Bei Lithium- 
sulfat wäre e,, E, statt e,, E, zu setzen. Beträgt die Dicke der Kristallplatte ein 
ungerades Vielfaches der halben Wellenlänge, so wird sin kh = 0 und cos kh = —1, 
und man erhält aus (9) den Resonanzwert 

2 
U, WW, E,. 
Ist die Kristallplatte auf der Rückseite mit einer Luftdose abgeschlossen, so 


= . Grenzt schlieBlich die 


Kristallplatte mit der Vorderseite an ein FOREN... ausgedehntes Medium vom 
Schallwellenwiderstand Z, = v,o,, so erhält man die Langevinsche Formel in 
der üblichen Gestalt: 


daß praktisch W, = 0 wird, so ergibt sich U, 


Mit der allgemeinen Formel (9) lassen sich ohne weiteres auch Schwingungs- 
systeme behandeln, die nach Art der Langevinschen Mosaikschwinger gebaut 
sind, bei denen Metallplatten, die erheblich dicker sind als die eingeschlossene 
Kristallplatte, in ihrer Grundresonanz erregt werden. Es kann dann allerdings 
niemals die gleiche Schall-Leistung erreicht werden wie im Falle der Kristall- 
resonanz, vorausgesetzt, daß im Kristall die gleiche Feldstärke herrscht. 

Bei der Konstruktion von piezoelektrischen Schallgebern erhebt sich die Frage, 
welche Schall-Leistung einer Kristallplatte maximal entnommen werden kann. Bei 
der Erörterung dieser Frage soll im Gedankenversuch angenommen werden, daß 
der Kristallplatte ein variabler akustischer Transformator vorgeschaltet ist, der 
es gestattet, den Wert des wirksamen Schallwellenwiderstandes Z, (Formel 10) 
in weiten Grenzen stetig zu änerdn. Im Bereich kleiner Z, wäre dann die maximal 
entnehmbare Schallstärke Jmax durch die Zerreißfestigkeit des Kristalls gegeben. 
Im Bereich großer Z, dagegen würde die elektrische Durchschlagsfestigkeit die 
maximale Schallstärke bestimmen. Im ersten Falle wäre die Gleichung 


1 
J max = 52 U max (11) 


maßgebend, wobei Umax die (reelle) Schallschnellenamplitude der Kristallober- 
fliche an der ZerreiBgrenze bedeutet. Im zweiten Falle wird die maximale Schall- 
stirke durch die Langevinsche Gl. (10) bestimmt 


J max ==. Emax: 
wobei die ‚elektrische Festigkeit man als Funktion 
von Z, auf, so erhält man einen Verlauf entsprechend Abb. 1: Im Bereich kleiner 
Wellenwiderstände steigt Jmax linear an, um nach Erreichung eines absoluten 
Maximums Jopt an der Stelle Z, = Zopt hyperbolisch abzusinken. Der optimale 
We llenwiderstand ist also dadurch gegeben, daß die und 
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die zusammenfallen. Zur Berechnung \ von Bin 
J opt ist noch erforderlich, die an der Kristalloberfläche herrschende Schallschnellen- 
amplitude Umax auf die im Innern des Kristalls in einer Entfernung A/4 von der 
Kristalloberfläche herrschende Spannungsamplitude X max umzurechnen. 

Mit der Annahme Cu Bmax < Xmax erhält man für diesen Zusammenbagg 


7 2 1ax 


Die Werte der mechanischen und elektrischen shasta Kristallen 
x sind nicht genau bekannt. Nimmt man für Quarz (e, = 0,173 As/m?; Z,= 
1,516 - 10 10° kg/ m?s) die Werte an 


& = 10" Vjm 


Xmax = 10° Newton/m!, 


Jopt = 10° W/m? 
und Zopt = 5 10% kg/m?s. 


Der optimale Wellenwiderstand des Mediums wäre also etwa dreimal so groß 
wie der Wellenwiderstand des Wassers. Diese Angaben sind praktisch von ge- 
ringem Wert, da die Durchschlagsfestigkeit des isolierenden Öles weit unter der 


. -2 
- 
1 oot 
0 05 10 15 20 we 
Abb. 1. Maximalintensität als Funktion des "RR Abb. 2. Zur Koordinaten- 
wellenwiderstandes nach Gl. (11) und Gl. (12) Transformation. Die L- 


Richtung wird zur x-Achse 
des neuen Koordinaten- 
systems 


des Quarzes liegt. Die gleiche Überlegung gilt aber auch für den Fall, daß die 

—_— Festigkeit eines Kristallschallgebers durch das isolierende Öl begrenzt 
wird. Nimmt man für das Öl einen Wert Emax = 2 - 10° V/m an, so würde folgen 
2 .10° W/m? und Zop¢ = 105 kg/m?s. Der optimale Wellenwiderstand 
wäre also etwa '/, des Wellenwiderstandes von Wasser. 
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Die Formel (9) und die aus ihr gezogenen Folgerungen gelten unter der Voraus- 
setzung, daß eine der drei Wellen, die sich in der Richtung der Plattennormalen 
ausbreiten, eine reine Verdichtungswelle ist. Es gibt aber praktisch wichtige Fälle, 
wo diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, z. B. das Ammoniumphosphat im L- 
Schnitt. Wie im Teil I gezeigt wurde, ist hier eine der drei Wellen eine reine 
Transversalwelle, während die beiden anderen vom gemischten Typus sind. Es 
soll daher im folgenden das allgemeingültige Gleichungssystem (8) für den Fall 
des Ammoniumphosphats ausgewertet werden. 

Die Ermittlung der drei Schallgeschwindigkeiten und des jeweiligen Verhält- 
nisses der vier Schwingungsgrößen £, n, &, ® (bzw. A, B, C, ~) zueinander konnte 
in Teil I ohne Koordinatentransformation erfolgen. Es wäre aber unbequem und 
wenig anschaulich, wenn bei der Behandlung des vorliegenden Problems die Platten- 
schnittnormale nicht zur x-Achse eines neuen Koordinatensystems gemacht 
würde. In Abb. 2 ist das ursprüngliche, mit den kristallographischen Hauptachsen 
identische Koordinatensystem mit %, 7, Z bezeichnet, das neue mit x, y, 2. Die 
Richtungskosinus zwischen den Achse.. beider Systeme sind durch das Schema 


Die Transformation der elastischen, dielektrischen und piezoelektrischen 
Konstanten erfolgt in bekannter Weise. Bei Zugrundelegung ihrer in Teil I bereits 
angegebenen numerischen Werte erhält man im transformierten System: _ pe 


Cy, = 3,79 - 101% Newton/m?; 
= 0,127 As/m?; 
= — 0,2 - 10 Newton/m?; 
€,,; = — 0,078 As/m?; 2 


= 0,864 - 1010 Newton/m?; 
& = 25,37 - 10-1! As/Vm; 


= 2,1 - 10! Newton/m? 


4= 0 — ou 0 ‘ 
ee ei; 
| Cis 18 0 Cs5 v2 
fn | 


deren Verschwinden als Bedingung fiir die Lésbarkeit des Gleichungssystems die 

drei möglichen Schallgeschwindigkeiten und die Amplitudenverhältnisse der 

einzelnen Wellen liefert, ersieht man sofort, daB die beiden gemischten Wellen in 
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der xz-Ebene s 
mit der y-Achse zusammen. Diese Welle kann piezoelektrisch nicht angeregt 
werden. Bei Berücksichtigung der sich wegen der hohen Dielektrizitätskonstanten 
und kleinen Piezokonstanten nur gering auswirkenden elektromechanischen Rück- 
wirkung ergibt sich bei Welle 1 (v, = 2165 m/s) 


14,1-& 


und bei Welle 2 (v, = 4600 m/s) 


Mit diesen Werten wird 

Cy, = 0,970 - 10° Newton/m? 
C12 = 3,804 - 101° Newton/m? 
€ , = 12,000 - 101° Newton/m?* 
C52 = — 0,261 - 1010 Newton/m?. 
Damit nimmt das Gleichungssystem (8) schlieBlich die Form an 
x=0: 


{ 4+B+4+B—B=0. 
z=h: 
k, 0,97 . 10% (A, erikıh — B, etikih) + k, - 3,804 101% (A, e-ikih— B, etikıh) 
W,A, = te, E, 

12-10% (A, e~ B, etikıh) — k, - 0,261 - 1010 (A,e-ikıh 
4 Betikht A, A — 0, 
Resonanz fiir Welle 1 (k,h = 2) liefert 

4(W,U,— W,U,) = (en + 14,6 e,) 2, = (— 1,01 As/m!*) - E,; 
Resonanz für Welle 2 (k,h = 2) liefert 

4(W,U,— W,U,) = (—en + 0,081 e,;) E,—= (— 0,133 As/m?) - E, 
na Es ergibt sich somit folgendes Resultat: Bei Welle 1 verhält sich die Transver- 

salkomponente des Verrückungsvektors zur Verdichtungskomponente wie 14:1. 

Bei Welle 2 liegen die Verhältnisse gerade umgekehrt. Trotzdem ist bei Welle.l 
der Betrag der für die Schallschnellenamplitude wirksamen Piezokonstanten im 
Resonanzfall etwa siebeneinhalb mal so groß wie bei Welle 2 im entsprechenden 


 Resonanzfall. Dieses bemerkenswerte Ergebnis soll in einer weiteren Arbeit näher 
betrachtet werden?). 


| Für die Durchführung numerischer Rechnungen sind wir Frl. Kadura zu 
Dank verpflichtet. 


aan *) R. Meieru. H. Trommler, Zur Erzeugung von Dickenschwingungen mit Ammo- 
niumphosphat-Kristallplatten (in diesem Heft). 


Jena, Schwingungslaboratorium des ZeiBwerkes. 
(Bei der Redaktion eingegangen am 23. Januar 1953.) 
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Zur Erzeugung von Dickenschwingungen BR. 
Ammoniumphosphatkristallplatten 


Von Rudolf Meier und Herbert Trommler 


(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersieht 


Für den Spezialfall des Ammoniumphosphatkristalls im Z-Schnitt werden die 
in zwei früheren Arbeiten!)?) theoretisch abgeleiteten Beziehungen der Schall- 
ausbreitung und der Anregung von Dickenschwingungen mit den Ergebnissen 
einiger experimenteller Untersuchungen verglichen. Es ergibt sich eine weit- 
gehende Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment. Die der Schall- 
geschwindigkeit v = 2200 m/s entsprechende Resonanzschwingung ist intensitäts- 
mäßig die günstigste, liefert aber keine homogene Abstrahlung, so daß sie für 
Zwecke der Ultraschalloptik ungeeignet erscheint. 


Den piezoelektrischen Grundgleichungen des Ammoniumphosphats (ADP) 
ist unmittelbar zu entnehmen, daß ein elektrisches Feld keine in der Feldrichtung 
liegende Deformation verursachen kann, wenn es gleichzeitig mit einer der kri- 
stallographischen Hauptachsen zusammenfällt, da die 
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piezoelektrisch erregbar sind. Will man daher mit einer ADP-Platte Schwin- 
gungen erzeugen, die eine Verdichtungskomponente besitzen, so muB, wenn die 
Feldrichtung zugleich die Normalenrichtung des Plattenschnittes ist, der Schnitt 
so gelegt werden, daß die Schnittnormale zwischen den Hauptachsen liegt. Beim 
L-Schnitt bildet sie mit den Hauptachsen gleiche Winkel. 

Mason?) hat eine allgemeine Übersicht über die verschiedenen Anwendungs- 
möglichkeiten von ADP-Kristallen in der Elektroakustik gegeben. Spezielle 
Untersuchungsergebnisse über ihre Eignung als Dickenschwinger im ZL-Schnitt 
sind bisher nur von Bömmel*) und Spitzer) veröffentlicht worden. Bömmel 
erhielt mit einer rechteckigen Platte eine größere Anzahl von Resonanzfrequenzen 


1) R. Meier u. K. Schuster, Ann. Physik (6) 11, 397 (1953). 

*) R. Meier u. K. Schuster, Zur Theorie der Anregung von Dickenschwingungen 
piezoelektrischer Kristallplatten (in diesem Heft). 

3) W. P. Mason, Piezoelectric Crystals and Their Application to Ultrasonics, Ds 
Van Nostrand Co., Inc., New York 1950 (dort weitere Literaturhinweise). 

Bommel, Helv. phys. Acta 21, 403 (1948). 

5) F. Spitzer, Arch. Elektr. 'bertr. 5, 544 
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Er: mit unterschiedlicher Energieabstrahlung. Von diesen lassen sich diejenigen mit 
ie der größten Schalleistung unschwer als ungeradzahlige Vielfache einer Grund- 


= es _ frequenz erkennen, die einer Schallgeschwindigkeit von 2200 m/s entspricht, 
: Auch Spitzer rechnet mit einer Frequenzkonstanten von 1100 kHz - mm. 


Abb, 1. Verteilung einer Lycopodium- Abb. 2. Verteilung einer Lycopodium- 

samen-Aufschwemmung in Öl auf der samen-Aufschwemmung in Öl auf der 

Oberfläche einer in der Grundwelle 1 Oberfläche einer in der Grundwelle 2 

(v = 2220 m/s) schwingenden L-Schnitt- ww = 4715 m/s) schwingenden L-Schnitt- 
ADP-Platte ADP-Platte 


: Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der drei in der L- 
Richtung möglichen Wellen betragen 


Welle 1: v, = 2165 m/s 
Welle 2: v, = 4600 m/s 
Welle 3: v; = 3400 m/s. 


Welle 3 ist eine reine Transversalwelle, 
ie kann piezoelektrisch nicht angeregt 
erden. Welle 1 und 2 sind vom ge 
iischten Typus. Ihre Verrückungsvektoren 
egen in der durch Plattennormale (Z- 
ichtung) und z-Achse festgelegten Ebene, 
ffenbar ist die mit Welle 1 verknüpfte 
chwingung identisch mit der von Böm- 

mel und Spitzer beobachteten Dicken- 
schwingung. Dagegen ist eine Schwingung, 
die von Welle 2 verursacht sein könnte, 


ADP-Platte ({ = 420kHz; HF-Span. \nseres Wissens bisher nirgendwo be- 
nung = 350 V) sonders erwähnt worden. Etwas unerwartet 
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von Bömmel und Spitzer in Einklang stehende Resultat, daß im Resonanzfall 


wirksamen Pie sokonstanten etwa sieben- einhalbmal größer ist als bei Welle 2. 
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war, daß bei Welle 1 die Transversalkomponente des Verrückungsvektors etwa 
vierzehnmal größer ist als die Verdichtungskomponente, während umgekehrt 
bei Welle 2 der Verdichtungsanteil um den gleichen Faktor größer ist als der 


Abb. 4b. Ultraschallbild eines Messing- 

stabes, erzeugt mit einer in der dritten 

1 schwingenden L-Schnitt- 

ADP-Platte (f= 1,24MHz; HF-Span- 
nung = 350 V) 


Abb. 4a. Ultraschallbild einer in der 

dritten Oberwelle 1 schwingenden 

L-Schnitt-ADP-Platte (f = 1,24 MHz; 
HF-Spannung = 350 V) 


Scherungsanteil. Die von Welle 2 verursachte Schwingung entspricht also viel 
mehr dem Typus einer Dickenschwingung als die von Welle 1 verursachte. Die 
Weiterführı lieser Un hungen?) erbrachte dann das mit den Ergebnissen 


Abb. 5b. Ultraschallbild eines Messing- 
stabes, erzeugt mit einer in der Grund- 
welle 2 schwingenden Z-Schnitt-ADP- 
Platte (f= 870kHz; HF-Spannung 
= 500 V) 


Abb. 5a. Ultraschallbild einer in der 

Grundwelle 2 schwingenden Z-Schnitt- 

ADP-Platte (f = 860 kHz; HF-Span- 
nung = 500 V) 


bei Welle 1 der Betrag der fiir die Schallabstrahlung in der Normalenrichtung 
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Kine weitere Bestätigung dieser Vorstellungen erfolgte durch die im folgenden 
beschriebenen Versuche. Zur Messung der Ausbreitungsgeschwindigkeiten der 
drei in der L-Richtung möglichen Wellenvorgänge wurde, um unabhängig von 
den piezoelektrischen Anregungsmöglichkeiten zu sein, ein Resonanzgerät benutzt, 
das im Prinzip wie der von Branson®) entwickelte Ultraschalldickenmesser 
arbeitete. Ein mit Hilfe eines rotierenden Drehkondensatators frequenzmodu- 


Abb. 6a. Ultraschallbild einer in der Abb. 6b. Ultraschallbild eines Messing- 

dritten Oberwelle 2 schwingenden stabes, erzeugt mit einer in der dritten 

L-Schnitt-ADP-Platte (f = 2,55 MHz; Oberwelle 2 schwingenden L-Schnitt 

H F-Spannung = 500 V) ADP-Platte (f = 2,25 MHz; HF-Span- 
nung = 600 V) 


lierter Oszillator erzeugte Frequenzen von etwa 1,5 bis 2,7 MHz. Der kapazitiv 
angekoppelte piezoelektrische Tastschallgeber, dessen Eigenfrequenz oberhalb 
der höchsten Frequenz des Oszillators lag, wurde mit einem Tropfen Öl auf eine 
2,67 mm dicke ADP-Platte im L-Schnitt aufgesetzt. Entsprechend den ver- 
schiedenen möglichen Schallgeschwindigkeiten bildeten sich in der Platte bei be- 
stimmten Frequenzen stehende Wellen aus gemäß der Beziehung 


(n = 1, 2,3,...; h = Plattendicke; f = Frequenz; 2 = Schallwellenlänge in der 
Platte.) Die von diesen stehenden Wellen verursachten Riickwirkungen auf den 
Oszillator konnten am Anodenstrom- 


f(MHz) | N v (m/s) instrument abgelesen oder über einen 
1,660 4 9915 Verstärker hörbar gemacht werden. In 
1,871 3 3340 der nebenstehenden Tabelle sind die ge- 
2,072 ‚5 2210 messenen Frequenzen und die sich dar- 
| aus ergebenden Schallgeschwindigkeiten 


zusammengestellt worden. 
Für Zwecke der Ultraschalloptik ist eine möglichst homogene Schallabstrah- 
lung in Richtung der Plattennormalen Voraussetzung. Um zu prüfen, bei welcher 
der beiden Wellen die Voraussetzung besser erfüllt ist, wurde zunächst zur Sicht- 


®) N. G. Branson, Electrical Engineering 70, 619 (1951). 
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barmachung der Amplitudenverteilung auf der Oberfläche des Schallgebers auf 
eine kreisrunde, 1,4 mm dicke metallisierte Platte, die zwischen zwei ringförmigen 
Elektroden gehaltert war, etwas Lycopodiumsamen gestreut und darüber Ol 
gegossen. Die Abbildungen 1 und 2 sind Photographien der bei schwingender 
Platte entstehenden Schwemmfiguren. Die ziemlich regellose Verteilung des 
Lycopodiumsamens in Abb. 1 entstand bei 792 kHz (Grundwelle 1), die Ver- 
teilung in Abb. 2 bei 1,684 MHz (Grundwelle 2). Man sieht, daß die Platte bei 
Welle 2 gleichmäßiger schwingt. Dieser Versuch erlaubte ferner die Beobachtung, 
daß bei konstanter HF-Spannung der durch den Schallstrahlungsdruck ent- 
stehende Ölsprudel bei Welle 1 und ihren Oberwellen stärker war als bei Welle 2. 

Als nächstes wurde eine 2,67 mm dicke annähernd kreisrunde Piatte (Durch- 
messer — 28 mm) auf ihre Verwendbarkeit als Schallgeber für ultraschalloptische 
Abbildungsverfahren geprüft. Zur Ausschaltung aller Halterungseinflüsse lag die 
Platte frei auf einer mit Öl benetzten Perfol-Folie. Eine dünne, ebenfalls mit Öl 
benetzte Kupferfolie befand sich auf der Oberseite der Platte und nahm die HF- 
Spannung auf. Mit Hilfe des Reliefbildverfahrens’) wurde bei verschiedenen 
Resonanzfrequenzen einmal die schwingende Platte selbst und dann zusätzlich 
ein etwa 3 mm dicker Messingstab abgebildet. In den Abbildungen 3 bis 6b sieht 
man die Ergebnisse dieser Versuche. Man erkennt zunächst, daß hohe Frequenzen 
eine bessere Auflösung liefern’). Weiterhin scheint Welle 1 ziemlich eindeutig 
für Abbildungszwecke auszuscheiden, während Welle 2 brauchbar sein dürfte. 
Bei der Beurteilung der Bildgüte sei erwähnt, daß die Platte erstens geometrisch 
keine Scheibe, sondern an zwei gegenüberliegenden Stellen des Randes abge- 
schrägt war, und daß sie zweitens einen relativ kleinen Durchmesser hatte. | 


Für ihre Mitarbeit bei der Herstellung der Abbildungen sind wir Frl. Gäbler \ 
und Frl. Kadura zu Dank verpflichtet. 


*) K. Schuster, Jenaer Jahrbuch 1951, S. 217. 


Jena, Schwingungslaboratorium des Zeißwerkes. 
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Inhaltsübersicht 


Es wird ein nichtlineares simultanes Differentialgleichungssystem für das Ver- 
5 ren der frei schwingenden Saite angegeben. Gesuchte Funktionen sind die 
kartesischen Koordinaten x und y, unabhängige Variable sind die natürlichen 
- Koordinaten s und t, wobei s = const den Weg eines Saitenelements und t = const 
die Gestalt der Saite kennseichnen. Das diesem Differentialgleichungssystem 
_ entsprechende physikalische Modell wird diskutiert. — Die angegebene Methode 
der Verwendung natürlicher Koordinaten läßt sich im Prinzip auch dann anwenden, 
wenn auf die zunächst angenommene, naheliegende Forderung verzichtet wird, 
das Saitenelement solle sich nur senkrecht zu seiner eigenen Richtung bewegen. 


= Die elementare Theorie der schwingenden Saite führt bekanntlich zu der 
Differentialaleichung 
y'l,S,— yM =0, (1) 
wobei S, die Saitenspannung, M die Masse und I, die Länge der Saite bedeuten. 
Das dieser Differentialgleichung entsprechende physikalische Modell ist dadurch 
kei daB die Saitenspannung sowie die spezifische Masse, d.h. die 
Masse pro Längeneinheit, sowohl längs der Saite als auch zeitlich Kent sind, 
und daß die Bewegung eines jeden Saitenelementes in der y-Richtung erfolgt. — 
Eine nichtlineare Theorie der schwingenden Saite — soweit es sich um die Beriick- 
Nehtigung der Längsdehnung handelt — gibt Kirchhoff!); er gewinnt eine 
Differentialgleichung 


y'lS, fr dx|— y M = 0. (2) 


Dieser Gleichung liegt offenbar die Annahme zugrunde, daß die Saitenspannung 


linear von der Saitenlänge längs Saite ist; sie gilt 
* 
dann, wenn die Größe des Gliedes os, i J y'*dx gegenüber 1 seine Beriick- 


slebtiqune rechtfertigt, und / so wenig von I, abweicht, daB die Annahme zeitlich 
konstanter spezifischer Masse verniinftig erscheint. me h. also der Elastizitäts- 


lo 
modul muß so groß sein, daß trotz I(t) = I, das Glied , x i y'2 dx mit 1 ver- 


G. Vorl. iiber Mechanik, 4, Aufl., 29. § 7. 1897 (zitiert 
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gleichbar wird, bzw. gegen 1 nicht zu vernachlässigen ist. — Eine weitergehende 
Theorie wird versuchen, sich von der Forderung zeitlich konstanter spezi- 
fischer Masse und geradliniger Bewegung eines jeden Elementes zu befreien. 
Neben der Forderung eines linearen Zusammenhanges zwischen S und / wird man 
also voraussetzen, daß die spezifische Masse u zwar längs der un an ist 
aber gemäß 


ul(t)=M 


von der abhängt. Dann ist das 
dm = ud) = M ds, 
wenn dA das Linienelement der Saite zur Zeit t bedeutet. An die Stelle von (1) 


Ver- § tritt nun ein System von 2 Differentialgleichungen für x und y als Funktionen der 
d die unabhängigen Variablen — der natürlichen Koordinaten — s und t. s kennzeichnet 
ichen die Punkte der Saite fiir ¢ = const (s ist dimensionslos und so normiert, daß im 
const Gleichgewichtszustand y= 0 gilt: s = 0 fiir x = 0 und s = 1 fiir x= I,), und t 
stem den Weg eines Saitenelementes, längs dem dann s = const ist. Diese beiden Dif- 
'hode ferentialgleichungen haben die Form 

nden, dS, =% (s, t) dm 

wird, (3) 
egen. dS, = y(s, t) dm, 


wobei dS, und dS, die Komponenten des an dem dm angreifenden Vektors ds 
sind, und durch Punkte jetzt partielle Ableitungen nach ¢ bei konstantem s ange- 


ı der 
deutet werden. Es ist 

(1) dS =n 
uten, 
lurch (o ist der Kriimmungsradius der Saite und n ein Einheitsvektor i in Richtung ihrer 

die Normalen) und Sr 
sind, dS, 
t. 
ück- 
eine = 

Weiter gilt für o: 
ös 
nung Dies führt zu den Differentialgleichungen 
ER, 
x’? + y a) 2 
gilt 
ück- 
tlich 
täts- Sala’ y” 
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Gestalt der Saite; x = + ) und y = y(t) beschrei- 
‘te bei era 8s die Bahn eines Saitenelementes. — Werden die beiden GI. (4) 
dure heinander dividiert, so ergibt sich die Relation 


dx /t = const ’ 


h ganz in h besagt, daß die Beschleunigung der: Saiten- 
tangente senkrecht steht. — Es scheint nicht zweckmäßig, zu versuchen, eine all- 
gemeine Theorie der beiden Differentialgleichungen (4) zu entwickeln, da sich ja 
irgendwie gewonnene Lösungen nicht überlagern lassen, mithin die bei der Inte- 


Kirchhoff angegebene Gl. (2) ergibt sich aus (4), wenn man kleine Ausschläge 
annimmt |(dy/d);| <i und das Verhältnis S*/S,, wie schon gesagt, so wählt, 


daß das Integral va i f (2) dx mit 1 vergleichbar bleibt. — Zum physikali- 


E* hen Modell, welches andl die Differentialgleichungen (4) beschrieben wird, 
ist also zu sagen: In den Gl. (4) ist mit der Annahme einer längs der Saite kon- 
stanten Spannung die Forderung enthalten, daß Geschwindigkeit und Beschleuni- 


gung eines jeden Saitenelements d/ auf dj senkrecht stehen, daß mithin Beschleu- 
x nigungen in Richtung von : Normalbeschleunigungen in bezug auf die Bewegung 
des Elementes — ausgeschlossen sind. Der Kirchhoffschen Gl. (2) liegt dagegen 
die Vorstellung einer Saite zugrunde, deren Spannung bei einer geringfügigen Aus- 
lenkung so stark zunimmt, daß im Vergleich zur Saite zeitlich konstanter Spannung 
_(Differentialgleichung (1)) veränderte Bewegungsformen entstehen. 

Die angegebene Methode der Verwendung natürlicher Koordinaten läßt sich im 
Prinzip auch anwenden, wenn auf die hier angenommene Forderung verzichtet 
wird, das Saitenelement solle sich nur senkrecht zu seiner eigenen Richtung be- 
wegen dürfen. An Stelle der Gl. (3) tritt dann ein allgemeineres Schema 


tdm = dr grad S, 


in welchem auch die tangentialen Komponenten des an dm angreifenden resul- 
tierenden Spannungsvektors sowie die Saitenbedingung _ 


S = (dx: dy), 


und die Bedingung fiir das an von S in der differentiellen cn 


Die Lösungen vermitteln wieder einen Zusammenhang (x, y) — (s, t), wobei 
. die Scharen s = const und t = const nicht mehr orthogonal zueinander sind. 
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Zur Sondentheorie in elektronegativen Gasen 


(Mit 2 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Es wird eine erweiterte Raumladungsformel fiir Messungen mit ebenen Sonden 
in elektronegativen Gasen angegeben und ihre Anwendbarkeit sowie ihr Giiltig- 
keitsbereich untersucht. 


Vorliegende Arbeit soll ein Beitrag sein zur Anwendung von Sonden in elek- 
tronegativen Gasen. Dabei wird sich auf eine ebene Sonde und jene alte Theorie, 
wie sie von Langmuir-Mott-Smith und anderen entwickelt worden ist’), 
beschränkt. Das Problem besteht dann im wesentlichen in der zweimaligen 
Integration der Poisson-Gleichung zwischen zwei ebenen Elektroden, von denen 
die eine Träger emittiert, welche die andere sammelt, dieses Modell überträgt man 
bekanntlich auf die Vorgänge in der unmittelbaren Umgebung einer Sonde. Während 
die Verhältnisse für den positiven Ionensättigungsstrom die gleichen bleiben, 
besteht unsere Aufgabe darin, die negativen Ionen neben den Elektronen bei 
positiven Potentialen der Sonde zu berücksichtigen. Somit werden unter A. ver- 
allgemeinerte Raumladungsgleichungen abgeleitet, die in B. auf ihre Verwendbar- 
keit zur Bestimmung der Plasmakenngrößen untersucht werden. Schließlich 
unterliegt natürlich diese Verallgemeinerung denselben Voraussetzungen wie die 
Theorie im elektropositiven Fall, deren Wesentliche die Annahme einer scharf 
begrenzten Langmuirschicht?) und die Vernachlässigung der Zusammenstöße®) 
in ihr sind. Deshalb werden in C., nach dem Vorgehen von Boyd im elektro- 
positiven Fall, auch für den vorliegenden Schichtkriterien abgeleitet, um den An- 
wendungsbereich der Theorie abzugrenzen. Es wurden auch die Verhältnisse bei 
Zylinder- und Kugelsonden untersucht und entsprechende Gleichungen sowohl 
für die durch Raumladung als auch für die durch Orbitalbewegung begrenzten 
Ströme entwickelt. Von der Veröffentlichung der so erweiterten Theorie soll jedoch 
abgesehen werden, bis experimentelle Meßergebnisse vorliegen. ne 


Liste der am häufigsten gebrauchten Größen: ei 
n, = Trägerdichten j, = Stromdichten 
Elementarladung m, = Massen 

0, = Raumladungsdichten y, V = Potential 


v bezieht sich auf Elektronen, neg. bzw. pos. Ionen, je nachdem vy = e, — bzw. + 
gewählt ist. 

1) Langmuir, Physic. Rev.21, 419%) (1923); Langmuir-Mott-Smith, Gen. Elect. 
Rev. 27, 449 (1924). 

°) Buchmann, Z. techn. Physik = 180 (1934); Boyd, Proc. Roy. Soc. London 1949, 
954; Wenzl, Z. angew. Physik 1950, 5 

5) Seeliger- Hirchert, Ann. Physik 11, 817 (1931). 

4, Hier Literaturangaben über die Arbeiten von Bpetsin, v. Laue, Schottky u. a. 
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A. Ableitung der Raumladungsgleichungen 


1. Vernachlässigung der der Träger. 
Für die Raumladungsdichte gilt: 


Erste Integration der Poisson-Gleichung: 2 
Ap = 4% (0, + 0-) mit 0 


do 162 
V2e (i. Vm, Vm_) pt 
zweite Integration mit = 0 fürr = 0,9 fürr=d: 


(3) 


. 2. Beriicksichtigung der Eintrittsgeschwindigkeit. 

Hierbei wird die Eintrittsgeschwindigkeit der Elektronen sowie der negativen 
Ionen einer Maxwellverteilung geniige leistend gedacht und die Ausbildung 
eines ene En An Stelle der Gl. (1) tritt jetzt 


Dabei bedeutet dj, ,, die Anzahl der Träger mit Geschwindigkeitskomponenten 
in der x-Richtung (Richtung von der emittierenden Elektrode zur sammelnden) 
zwischen v, », + dv,, die an irgendeiner Stelle x durch eine zur x-Achse senk- 
rechte Ebene pro Flächen- und Zeiteinheit hindurchtreten, do,,,, den entspre- 
chenden Raumladungsbeitrag. Zur Ausrechnung des rechten Integrals müssen 
Ausdrücke für die Stromdichten und v, gefunden werden. Zunächst gilt für die 
Stelle x = x,, des Potentialminimums V,,,: 


| 


jy = jo» exp [-# Vo— (5) 


und sich die mit dem Index Null versehenen Größen auf die Stelle x = x, beziehen, 
wo die Träger emittiert werden. Wegen der Stationarität gilt (5) innerhalb des 
ganzen Raumgebietes. Ebenso kann man wegen der stationären Verhältnisse 
für dj,,», ansetzen: 


dj,,o, = € WO ANo, Noy Vs: exp SET, (6) 


die Anzahl der Träger an der Stelle x, bedeutet, deren Geschwindigkeitskompo- 
nenten in der x-Richtung zwischen v%,, %, + dv, liegen. Schließlich erhält man 
für den se zwischen v, und », die Beziehung 
m vo m Up 


wo 


mi 


PER 
> 
Dam 
die N 
1e 
im € 
= 
Fälle 
wob 
. 
AS in d 
av 
dx 
A = 
‘ 
wo: 
und 
Tra 
wo 
gra 
f 
% 
en 
D: 


(1) 


(2) 


(3) 


iven 
ung 


die Minimalgeschwindigkeit im Gebiet: x < x,, durch (W-V,)» 


im Gebiet x, < x durch 0, = =. er — Wo — obere Grenze ist in beiden 
Fällen co. Einsetzen liefert: = Er: 


0, = 2j, exp lez (V— Vn) | exp [—o*] do, 


F Ver (V — Vm) 


wobei sich die Vorzeichen auf das 1. bzw. 2. Gebiet beziehen. Einsetzen von (8) 
in die Poissongleichung liefert in 1. Integration: 


L,=4 (sFr, ) m,t (e j,)t 


und die Integrationskonstante aus li = 0 für V = V,, bestimmt wird. Mit der 


7=Q(V—V,,), E= R(x—2,), (11) 


wo Q und R noch später zu wählende Konstante bedeuten, ee man in 2. Inte- 
gration zu: 


Transformation: 


0 
wo 
= exp [on] —1 exp [asm] ® (Veen) 
mit: 


„ee —, fe e~* do. 


Mit T, ~ 104, T, ~ 10° wird ,n (V—V,,), © 10(V—V,,). Dem- 
entsprechend soll der Fall behandelt werden, daß man die Fehlerintegrale an- 
nähernd gleich eins setzen kann; ferner Beschränkung auf das Gebiet x >x,. 


Dann wird aus (12): 
O(n)’ 


(14) 
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Damit ergeben sich zug unteren Grenzen des Integrals (4), denn nach (7) ist af 2a 
7 
(9) 
m 
len) 
nk- . 
pre- 
sen 
die 2) — 
(5) 3) = 
en, 
(6) 
po- 
1an 
26* 


404 
wo 
bra 
mit 
" 
bc 4 Als Lösung ergibt sich entweder: Er Set 
a 
oder, wenn man den Integranden von “ in eine Potenzreihe entwickelt: _ 
Vx {4 Va n 1-5 eb 
4 mt + (2 - 75 -+k 
(17) 
ie die Integrationskonstante stets so zu bestimmen ist, daß é für größere n be 
mit dem & aus (12) zusammenfällt. Zur Auswertung des Integrals (12) wurde nun 
die spezielle Transformation: 
e 
Q k R L mi 
und: we 
m 
angenommen. Es wird dann: 
A_»10 yıo we 
% 12 1 a 
an 
2t 
nl 
EAS 
7 2 3 4 mn 1 2 3 4n 
Abb. 1. Graphische Darstellung von (12) und Abb, 2. Graphische Darstellung von (12) 
(18) für A, A_ 2V10.10- und (18) für A, +1, A_» Y10 
In Abb. 1 ist nun == 2: 10-2 angenommen, in Abb. 2 dagegen: 
wobei sich in beiden Fällen auf das 2. Gebiet bezogen wird. Dabei gibt Kurve I 
die numerische Lösung des Integrals (12), während II die Kurve (18) wiedergibt: r 
d. h. die 2. Näherung von (17) bei Vernachlässigung der Integrationskonstanten. d 


. 
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Es zeigt sich, daß auch im elektronegativen Fall die 2. Näherungen schon recht 


brauchbar sind. Einsetzen von (18) in (11) führt schließlich auf: re 
V2Ve(V— Vin)* 1 Vm, he Vm- Te 2,66 


Te 


Setzt man £ nur in erster Näherung ein, so ergibt sich die Raumladungsgleichung (3). 


B. Anwendung der Raumladungsgleichung 


Nach Langmuir-Mott-Smith kann man die Randkorrektur bei einer 
ebenen quadratischen Sonde der Länge b durch 


i=jF, | fe (20) 


beriicksichtigen, wo 7 = Stromdichte im Plasma und F 
F,= p(b+ 2y2)? (21) 


mit x = Dicke der Raumladungsschicht, y = einer Konstanten und p = 1 bzw. = 2, 
wenn es sich um eine in der Entladung freistehende Sonde handelt, die entweder 
mit einer bzw. mit 2 Flächen Strom empfängt. Ferner ist: 


Fy = [b+ 2y (22) 


wenn sich die Sonde auf einer isolierten Wand befindet, die sich bei Stromlosigkeit 
mit einer Raumladungsschicht der Dicke x, negativ auflädt. Für eine kreisförmige 
Sonde gelten analoge Beziehungen. Bezüglich der positiven Träger gelten die 
üblichen Überlegungen weiter, indem man von den Gl.i = p(b + 2y x)?j bzw. 


t= [b+2y(x— und 7, 1+ a ausgeht. Es sei 
kT 
nur darauf hingewiesen, daß man nicht unbedingt eine positive Ionentem- 
peratur annehmen muß, sondern daß sich diese ebenfalls aus den Ausgangsglei- 
chungen gewinnen läßt, wenn man z.B. 3 verschiedene gemessene Stromwerte 


1, miteinander kombiniert: Ist dann: 


kT (vi 3) + q (vi— = (24) 


Damit lassen sich alle weiteren Größen: y, n;, j+, Xo, V, bestimmen. 


Ausführlicher muß dagegen auf die Bestimmung der Größen der negativen 
Träger eingegangen werden. Hierzu sei zunächst a) die freistehende, dann b), 


die sich auf einer kiterten Wand befindliche Sonde betrachtet. 


(15) 
3 
(16) 
= 
(17) 
ten 
nun 
< u 
r 
(12) 
so erhält man 7 an. 
re ay 
bt: 
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a) Wenn man x aus (20) und (21) in (19) einsetzt, gelangt man mit den Ab- erwe 
kürzungen: 
j wo 
V3 Ve so 
und mit: V,, = 0, x, = 0 auf: a Fer 
Vi=Vpjb+ 
Bildet man . wieder nach (23) den Quotienten g, so erhält man ii Bestimmungs- (neg 
gleichung für 2: 
erhält man aus dem Anstieg: 
yu 
2, d Vy We 
der Geraden, die man erhält, wenn man Vi a ent: 
aufträgt, oder aus der Differenz zweier Vi-Werte: 
bes 
ma 
Damit hat man jetzt j aus Gl. (26) zu: 
1 — 
Vi= Vi-2V pe 
Vpb 
Ferner liefert die Sonde im stromlosen Zustand mit: i.) = j,b* exp #4 eine wo 
Bestimmungsgleichung für j,, woraus sich j_ = j — 2 ergibt. Damit läßt sich aus 
x die Größe T_ und aus den Stromdichten j, = im v, die Konzentrationen 
n, und n_ errechnen. “ 
v 3 ip b) Setzt man x aus (20) und (22) in (19) ein, so erhält man: 
oy wo 
Vi= -Yjb— 2 Vir Ly + efı Vi. (31) zu 
— und bestimmen sich wie eben, wobei nur p= 1 zu setzen ist. Zur Bestim- 
M In: 
mung von j und y wird ein von Langmuir angegebenes Näherungsverfahren i 


4 


(25) 


(26) 


ngs- 


(21) 


(28) 


yt 


29) 


30) 


ine 


AUS 


1en 


 maßen: Da y bekannt ist, läßt sich aus —— die Größe M bestimmen. "Nun 


erweitert: Zunächst ergibt sich mit Hilfe von (20), (22) und (19): si — Ba 


i= je + 28, (6—2y Vy t+. Sty, (32) 


wo S, von der Form (28) mit p= 1. Trägt man da her i— St y gegen Vy auf, 
so erhält man für den Anstieg S, dieser Geraden: __ 


S, = 28, Vi (b—2y %). ae (33) 
Ferner erhält man Division der Gleichungen: 
(positiver Strom für x,) miteinander: enger 
+ 


Setzt man hierin für 7 y? einen Näherungswert ein, so bestimmt sich daraus ein 
Wert ya), da alle andern Größen bekannt sind. Zu diesem y,) entnimmt man den 
entsprechenden gemessenen 7-Wert, dividiert durch 6? und erhält so einen ange- 
näherten j-Wert: ja) = au . Aus der Beziehung 8,=2S, Viw S,(b—2y x) 
bestimmt sich damit ein angenäherter Wert y,) von y. Nun bildet man das Produkt 
jay Ya) und gelangt so zu einem verbesserten %,, usw. Die weiteren Größen be- 
stimmen sich entweder wie eben bei der EEE: Sonde oder auch folgender- 


wo Daraus errechnet sich j- zuj_=j— Um, 
j Vm_— Vm, 


Aus > ne sich | dann N und damit 7T_ zu: 


Vm_ j- 


wodurch man in der Lage ist, aus den Stromdichten die Konzentrationen n, und ‘n_ 
zu bestimmen. 


Zum Abschluß ist noch zu bemerken, daß die eben beschriebene Methode die 
Raumpotentialbestimmung aus dem Knick der Sondencharakteristik erfordert. 
Infolge ihrer relativ großen Masse und geringen Temperatur werden sich die nega- 
tiven Ionen gegenüber den Elektronen i im Anlaufgebiet - _ abgesehen von extrem 


= 
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hohen Ionenkonzentrationen — nicht wesentlich bemerkbar machen, 
sondern erst ab Raumpotential einsetzerr: 


Hierdurch wird natürlich eine zusätzliche Unsicherheit in die Raumpotential- 
bestimmung eingehen. Ferner ist noch darauf hinzuweisen, daß man bei den obigen 
Betrachtungen die Charakteristik bis in das Gebiet positiver Sondenpotentiale 
hineinmessen muß. Zur Bestimmung der Konzentrationen genügt es jedoch, die 
Messungen nur bis zum Knick durchzuführen. Denn aus den Messungen im Gebiet 
des positiven Ionenstromes ist n; bekannt, aus dem stromlosen Zustand der 


4. N_=N,—N 
0, Absehätzung der Unschärfe 
Boyd hat fiir den elektropositiven Fall ein Schichtkriterium aufgestellt, 
welches die Energieverteilungsfunktion der angezogenen Träger an der Schicht- 
grenze erfüllen muß. Überträgt man diese Betrachtungen auf den elektronegati- 
ven Fall, so soll folgendes festgesetzt werden: An der Stelle x sei das Potential 


Sonde ergibt sich j, und damit n, = 


um Lu gegenüber der Schichtgrenze x = s niedriger. Dabei sei diese Schicht- 


dicke öx so klein angenommen, daß Zusammenstöße innerhalb der Schicht ver- 
nachlässigt werden können und man in den Taylorschen Entwicklungen mit dem 
linearen Glied in öV abbrechen kann. Wenn man nun zunächst den Fall der An- 
ziehung von positiven Ionen betrachtet, so erhält man auf Grund einer Inte- 


oo 
gration der Maxwellschen Energieverteilungsfunktion: nz ~ f f(E) VEdE, wo 
0 


E 
_ et tlichen di it d K d I 
ye - y u im wesentlichen die mit den x-Komponenten der positiven lonen- 


geschwindigkeiten verbundene Energieverteilungsfunktion darstellt. Wegen 
oo 


der gemachten Voraussetzungen ist weiter: n! m J f(E) VE + öVdE. Gilt 


für die negativen Träger jeweils einzeln das Boltzmann-Prinzip und ist für die 
Schichtgrenze n® = An, so erhält man aus der Bedingung: 


o> + ne, 


V,=kT,: 


+ 


Umgekehrt kann man für den Fall der Anziehung negativer Träger die Konzen- 
trationen der Elektronen und negativen Ionen aus ihren Maxwellverteilungen, 
diejenige der positiven Ionen aus ihren Boltzmann-Verteilungen gewinnen, 
so daß man schließlich wegen nz + n* > nf mit Hilfe einer der is n ähnlichen 
Betrachtung auf das Schichtkriterium: ee 
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so daB mit ist en A die Verhältnisse günstiger als im PRENEN, Fall liegen. 
Aus (36) folgt mit V,=pV,, V-=qV, im Falle g<1: 4 
und fir g>1: A@—1) > (l— p)— 9, da man p>1 wird annehmen können. 


Für T_> 7’, wird also (36) immer, dagegen für 7’_< 7’, nur für beschränkte A 
erfüllt sein. 

In vielen Gasen wird es nun wohl statthaft sem: 7’ ~ 7, anzuwenden. Unter See 
diesen Voraussetzungen werden die vorangegangenen Betrachtungen in stark - 
elektronegativen Gasen als eine erste Übersicht über die Plasmagrößen dienen 
können. Dabei wird die Annäherung an die Wirklichkeit um so besser sein, je 
elektronegativer das vorliegende Gas ist. 


Herrn Professor Dr. Seeliger danke ich für die Anregung zu dieser Arbeit, 
sowie für zahlreiche wertvolle Diskussionen. 


Greifswald, Institut für Gasentladungsphysik der Deutschen Akademie der 


Wissenschaften zu Berlin. 


der Redaktion eingegangen am 12. Februar 1953.) 
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Energieverteilung bei FREE zweier Dielektrika Mise 
im elektrischen Feld und Berechnung des Verlustwinkels geste 
quasistationärer Vorgänge 
Inhaltsiibersicht 
a Neben der mittleren elektrischen Volumenenergie, die eine Mischung im elek- dem 
& trischen Felde aufnimmt, interessiert noch die Frage, wie sich die Volumenenergie 
auf die beiden Komponenten der Mischung verteilt. Für die Einstreuung eines 
heterogenen Aggregates in ein homogenes Medium und für die Mischung zweier 
heterogener Aggregate werden Formeln zur Berechnung der Energieanteile, die Die - 
die einzelnen Komponenten in einem elektrischen Feld aufnehmen, abgeleitet. (3a), 
Die heterogenen Aggregate werden dabei durch Ellipsoide angenähert, die längs 
ihrer Hauptachsen verschiedene D. K. haben können. Aus den Energieanteilen 
lassen sich in einfacher Weise die resultierenden Verlustwinkel der Mischung be- An | 
rechnen. D.K 
rel. D. K. im Inneren von Ellipsoiden due Hauptachsen 
der Substanz mit dem Index ,,j* (j = 1, 2) 
(Bei Einsprengung bezieht sich der Index ,,1“ immer auf die f 
eingesprengte Substanz) RN 
6% rel. D.K. bei dielektrisch isotropen Substanzen dav 
ERes resultierende D.K. bei kleinen Einsprengungen 4 
€ resultierende D. K. bei großen Einsprengungen mg 
m 
für 
L;; M,; N, _Entelektrisierungsfaktoren (j = 1, 2) oe Ver 
1+x 1+x 1+x 
6,, Volumenanteile der beiden Substanzen die 
M,, m, Energieanteile der beiden Substanzen kor 
? ba: E, D N Feldvektoren des homogenen bzw. quasihomogenen Feldes re 
D. D, J, z- "Komponenten der im von | 335 
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§ 1. Grundlagen 
a) Voraussetzungen 


Diese Arbeit besitzt als Grundlage eine Veröffentlichung des Verfassers in der 
Annalen der Physik!). Dieselben Voraussetzungen, die dort an die Komponenten 
der Mischung (Aggregate) bei der Berechnung der Mischdielektrizitätskonstanten 
(Misch-D. K.) gestellt werden, müssen auch hier an die Komponenten der ee 


b) Hypothetische Grundsitze 


«) Es gelten die in ,,Ann. I abgeleiteten Formeln zur Backes. der re- 
sultierenden D. K. heterogener Gemische. Benötigt werden die dort als Formeln 
(3a), (4) und (8) zitierten Gleichungen. Abweichend zu „Ann. I“ sollen hier die 
Eigenschaften der eingesprengten Substanz mit dem Index „1“ und die Eigen- 
schaften der homogenen Substanz mit dem Index ‚2‘ bezeichnet werden; außer- 


ek- dem soll die Abkürzung gebraucht werden 


die Die Formeln (3a), (4) und (8) erhalten hier folgende Form: 
et. (3a), Resultierende D. K. bei kleinen Einsprengungen regellos verteilter Ellipsoide : 


len = € (1 + $F). (1,2) 


An Stelle von (4) die Differentialgleichung zu (4) zur Berechnung der Misch- 
D. K. bei Einsprengung eines heterogenen Aggregates in ein homogenes Medium: 


dö 
3 


(8), Formel zur Berechnung der Misch-D. K. zweier heterogener Aggregate: 
6, F, + 6,F, = 0. (1,4) 


ß) Streut man kleine Mengen eines Mediums ,,1“ in eine Substanz ,,2“ ein, 
so ist die vom Medium ‚1‘ aufgenommene elektrische Volumenenergie unabhängig 
davon, ob im Medium ‚,2“ ein homogenes oder ein quasihomogenes Feld vorliegt. 

y) In einem quasihomogenen Feld möge der Energieanteil, den Medium „1“ 
aufnimmt, m, und der Energieanteil, den Medium ,,2“ aufnimmt, m, betragen 
(m, + m, = 1). Die dielektrischen Verluste, die Medium ,,l‘‘ verursacht, sind 
proportional dem Energieanteil, den Medium ‚1‘ aufnimmt. Entsprechendes gilt 
für Medium „2“. Wenn 9, der Verlustwinkel des ersten Mediums und @, der 
Verlustwinkel des zweiten Mediums ist, berechnet sich der resultierende Verlust- 
winkel für quasihomogene Vorgänge aus: 


tg Pres = mı + m; tg. (1,5) 
Setzen wir die Kenntnis der Verlustwinkel der beiden Medien voraus, so genügt 
die Berechnung von m, und m,, um die resultierenden Verlustwinkel angeben zu 
können. Diese Arbeit kann sich daher darauf beschränken, die Energieanteile m, 
und m, zu ermitteln. 


-F,. (1,3) 


en 


die 


n. 1) „Die Dielektrizitätskonstanten heterogener Mischkérper“ Ann. Ph Br. 6, — 10, 
335 (1952); im folgenden kurz zitiert als ae. I“. ; 
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§ 2. Energieverteilung bei differentieller Einsprengung regellos verteilter 
Ellipsoide 


In ein homogenes Medium mit der D. K. ¢, an das wir ein homogenes Feld der 
Feldstärke E angelegt haben, streuen wir einander ähnliche Ellipsoide mit ganz 
willkürlichen Orientierungen ein. Die Einstreuung soll so gering sein, daß sich die 
Felder der einzelnen Ellipsoide nicht gegenseitig beeinflussen. 
Die Achsen eines einzelnen Ellipsoides mögen mit der Feldrichtung die Winkel 
a, ß und y einschließen. Die Feldstärkekomponenten der drei Achsenrichtungen 
im Inneren des Ellipsoides sind nach ‚Ann. I“ 

_ cos B cosy 
Wir wollen auch hier wieder die Eigenschaften der eingesprengten Substanz mit 
dem Index ‚1‘ bezeichnen: 


Die entsprechenden Komponenten der Verschiebungsdichte sind: 
& A Page 


Da = D,, = & BE, 


wird bei Benutzung des technischen MaBsystems: = ~~ 
= 5 &, D, (2,3) 


Die Volumenenergie der gesamten eingesprengten Ellipsoide erhalten wir durch 


räumliche Mittelung über cos? &, cos? ß und cos* y. Bei regelloser Orientierung der 
Ellipsoide ist: 


cos? x = cos? B = co®y—4, (2,4) 
also mit V,: Gesamtvolumen der eingesprengten Ellipsoide 


en 4 (2,5) 


1 
3 la + L,)* (1 + M,)* © (1 + 
Vees sei das Gesamtvolumen unseres homogenen Mediums und der einge- 
sprengten Ellipsoide. Die gesamte Volumenenergie wird bei Beriicksichtigung 
von (1,2) 


W ges = $ & €Res - V ges V ges (2,6) 
6, ist der Volumenanteil der eingesprengten Substanz. In unserem Falle ist 6, = Bu ; 


Damit wird: 


1 Eyı eyı €z1 
Vv, 1 


(2,7) 
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- COS . 
- "1+ % Ny ? 
Zr V, sei das Volumen dieses eingesprengten Ellipsoides. Seine Volumenenergie Ä 
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ingen 


; mit 


(2,1) 


Reihenentwicklung nach 


ges 


Ordnung ergibt 


W, Eyı 


Woes 3 € la + L,)* (1 + + (1 + xe] V ees 


Man kann noch etwas vereinfachen durch 


entsprechend wird: ee 
Aus (2,8) wird N 
Weep 3 L(L + % (1 + My)? (1+ 
Den Ausdruck in der Klammer kürzen wir im folgenden ab mit 
1 + % 1 1 + x 
H= «1 v1 2 


Da wir auch weiterhin gewöhnlich nur mit regellos verteilten Ellipsoiden 
arbeiten, falls es nicht ausdrücklich anders hervorgehoben wird, lassen wir von 
hier ab der Einfachheit halber die Mittelungszeichen fort und setzen ‚statt W, 
einfach W,. So wird = 


W,= (2,11) 


Die Formel (2,11) wurde für eine kleine Einsprengung in ein homogenes Medium 
abgeleitet. Nach dem hypothetischen Grundsatz b, ß) des $ 1 gilt dieselbe Formel 
auch bei Einsprengung in ein quasihomogenes Medium; nur muß jetzt statt V, der 
Zuwachs dV, des Volumens der neu eingesprengten Substanz gesetzt werden. 

Für W, darf aber nicht einfach dW, gesetzt werden. Die Energieänderung der 
gesamten eingesprengten Substanz (neu eingesprengte und bereits vorher einge- 
sprengte Substanz) mit dem Index ‚1‘ setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 

1. Energiezuwachs durch die Volumenenergie der gerade eingesprengten 
Teilchen: dW,,, 

2. Energiezuwachs bzw. Abnahme der schon vorher eingesprengten Teilchen 
durch die auftretenden Störfelder: dW,.- 

Formel (2,11) enthält diesen Energieanteil nicht, da (2,11) für die Ein- 
sprengung in ein homogenes Medium abgeleitet wurde. Also 


dW, = dW, + (2,12) 


Formel (2,11) gibt nur die Energieänderung zufolge der gerade eingesprengten 
Teilchen an, also dW,,. Aus (2,11) wird 


av, 


ges 


Won 


; 
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3. bei endlicher Einsprengung in ein homegenes Medium 


Zur Berechnung der Energieverteilung schlagen wir folgenden Weg ein: Es 

soll eine Mischung hergestellt werden mit den Volumenanteilen 6, und 4, 

(6, + 6, = 1). Um ein Endvolumen V, der Mischung herzustellen, geben wir zum 

Volumen V,= 6, V, der homogenen Substanz in kleinen Portionen Volumina 

dV = dt V,der Substanz „l‘“ hinzu. Nach einigen Einsprengungen ist das Gesamt- 

volumen V = (6, + t) V,. Die Einsprengung wird so lange fortgesetzt, bis das 

Volumen V, = 6, V, der Substanz 1 eingesprengt ist. t ist also eine Variable, die 
zwischen 0 und 6, variiert. 

Die Energieanteile der eingesprengten Substanz m, und der —— Sub- 

ng m, seien definiert durch: 


(3,1) 


m,, m, und W,,, können als Funktionen der oben eingeführten Variablen t 
aufgefaßt werden. Es ist 


W,=m, W es 
AW, = dm, Woes + Mı AWges- 
Nach Formel (2,12) ist andererseits 


av, = CLA 
Vges = (6 + Vo V 


dt 


(3,3) 


AW rest = AW ges — AW. 


Diese Energieänderung der Restsubstanz verteilt sich auf die homogene Substanz 
und auf die bereits eingesprengte Substanz. Der Energieanteil, der im Augenblick 
der Neueinsprengung auf die bereits vorher eingesprengte Substanz entfällt, ist 
m,, die damit zusammenhängende Energieänderung 


dW „= m, dW,est = Mı (dW ges —dW,,). (3,4) 


Nach (2,12) ist 


dW, = + m (dWees —4W,,) = (1—m,) dWy, + m, dWees- (3,5) 

Mit (8,1) wird (3,5) zu 

dW, = m, dW + m, dWges (3,6) 
m, dW,, = dm, Wes. (3,7) 


dm, + dm, = 0 


rah 
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Die 
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En 
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i; 
= 
dW, ist durch Forme 
Energieänderung, die die gesamte ubrige quasıhomogene Substanz (Grund- 
 substanz und eingesprengte Substanz) erfährt, ist: 
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(3,7) geht über in Ber 


= — ding Woes. (3,8) 
Mit (3,3) wird teil i 


(3,9) ist eine Differentialgleichung für m,, t und e (H, ist eine Funktion von e). 
Eine zweite Differentialgleichung für dieselben Variablen stellt Gl. (1,3) dar. 
Die Variable 6 in (1,3) entspricht unserem t der Formel (3,9). (Die Variable ¢ 
wurde in dieser Arbeit zur besseren Unterscheidung von den Volumenanteilen 6, 
und 6,, die der Bedingung 6, + 6, = 1 unterliegen, eingeführt. Es ist 6, + ¢ < 1.) 
Somit ist hier 
F 


Aus (3,9) und (3,10) kann die Variable ¢ eliminiert werden: nm 4 net ae a 


— 

Diese Differentialgleichung besitzt die einfache Lösung 3 >We en 
My (e) = C 

Die Anfangsbedingungen zur Bestimmung der Konstanten sind 5 u 


Ausführlicher geschrieben: 


%zı 
m (e) = 1+%zı Nı 
1+%gılı 1+ 1+%zı N 
212 & yi2 & ? 212 & 


§ 4. Energieverteilung bei Mischung zweier heterogener Aggregate 


Zur Mischungsformel gelangen wir durch folgende Uberlegung: Wir geben zur 
fertigen Mischung noch einmal eine kleine Menge der Substanz ‚1‘ hinzu (dt,). 
Dadurch ändert sich die Volumenenergie W, der Substanz ,,1‘‘ um d,W, und die 
Volumenenergie W, der Substanz ‚2“ um d,W,. Der Index bei d soll anzeigen, 
daß es sich um eine Energieänderung bei Einsprengung der Substanz ‚1‘ handelt. 
Mit den Volumenenergien ändern sich auch die Energieanteile der ersten und der 
zweiten Substanz (m,, m,; m, + m, = 1) um d,m, und dym,. 

Jetzt wird soviel von der zweiten Substanz hinzugegeben (dt,), bis wieder die 
alte D. K. hergestellt ist. Bei dieser zweiten Einsprengung ändern sich die Vo- 
lumenenergien der beiden Substanzen um d,W, und d,W, und entsprechend die 
Energieanteile um und 


4 
ER 
iv 
|| 
(3,12) 
= 
(3,13) 
(3,14) 
rie 
h 


Wenn durch die zweite Einsprengung die alte D. K. wieder hergestellt wurde, 
müssen sich auch die alten Volumenanteile und damit die alten Energieanteile 
wieder eingestellt haben. Die Summe der Änderungen der Energienanteile muß 
verschwinden: 


dm, + d,m, = 0. (4,1) 


Aus Gl. (4,1) läßt sich die gewünschte Energieverteilung berechnen. (Zum selben 
Ergebnis führt die Gleichung dym, + d,m, = 0.) 

Bei der Berechnung der Änderung der Volumenenergie gelten dieselben Über- 
legungen wie bei der Ableitung der Formel (3,6). Wird Substanz ,,1‘‘ eingesprengt, 
müssen alle Differentiale mit dem Index ,,1‘‘ versehen werden. 


d,W, = m,d, Wy + m, d, Woes. 


Volumenenergieänderung der zweiten Substanz wird: 


diert werden: 


dW, = mz d, Wrest = ms (d, Wees — d, W,,). (4,3) 


: W,, ist in diesen Formeln die Energie, die von den neu eingesprengten Teilchen 


‚aufgenommen wird. Sie ist durch Formel (2,13) gegeben. Es ist darin zu setzen: 


(4,4) 


Ferner ist: _ 
d, Woes = 4 ERes E—} E®. 


€Res ist durch (1,2) gegeben. 6, wird zu di.. 


d, Woes = 4 Fı W ges (4,5) 
d,W, = (m, H, + m, F,) Wes dt 
d, W, = (m, F, — m, H,) Woes 


Um die Änderungen der Energieanteile zu erhalten, muß durch Woes divi- 


Einsetzen von (4,4) und (4,5) in die Formeln (4,2) und (4,3) ergibt 


dm, = } (m, F, + m, H,) dt, 
dym, = 4 (m, FR,— m, H,) dt,. 


Die entsprechenden Gleichungen fiir die Einsprengungen der zweiten Substanz 
‚erhalten wir durch sinngemäße Vertauschung der Indizes. Die erste Einsprengung 
wird dabei als so klein vorausgesetzt, daß sich die D. K. ¢ nicht merklich geändert 
hat. 


dm, = (m, F,— m, H,) dt, 


4,7) 
d,m, = 4 (m, H, + m, F,) dt (4, 
(4) und (4,6) in (4,1) eingesetzt ergibt ae eee 


(m, F, + m, H,) dt, + (m, F,— m, H,) dt, = 0. le (4,8) 


4, und t, sind durch (1,4) miteinander verknüpft. Für ı und 6, ist hier nur ¢, und 
4, zu setzen: 
— (); } it 
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Wenn e und damit F, und F, konstant bleiben sollen, folgt daraus die Be- 
ziehung 


F, dt, + F,dt, = 0 (4,9) 
(4,8) und (4,9) ergeben 
m, H, Mz 0 (4,10) 


$5. Texturen 


Die Formeln (3,12) und (4,10) gelten für regellose Verteilung der eingesprengten 
oder gemischten Ellispoide. Die beiden Formeln können jedoch sofort für den Fall 
erweitert werden, daß die Ellipsoide Vorzugsorientierungen besitzen (Texturen). 

Die Winkel, die die a-, b- und c-Achsen eines einzelnen Ellipsoides mit der Feld- 
richtung einschließen, seien auch hier x, ß und y. Bei der Mittelung über cos? «, 
cos? ß und cos?y, die von Formel (2,3) auf (2,5) führte, tritt bei Vorzugsorientierung 
nicht mehr jeweils derselbe Wert 4 auf, sondern für jede Mittelung im allgemeinen 
ein verschiedener Wert: 


cos? = cos? B = cos? y (5,1) 


_ Entsprechend ist für F,, das in ‚Ann. I“ durch einen analogen Mittelungs- 
prozeß erhalten wurde, zu setzen: 


Die Formeln (3,12) und (4,10) bleiben nach dieser Abänderung unverändert 
erhalten. Bei der Berechnung von F, und H, ist jeweils sinngemäß der Index 


„2“ zu setzen. 
§ 6. Anwendungsbeispiele 


Es sollen zunächst einige Spezialfälle der Formeln zur Berechnung der Energie- 
anteile des $3, $4 und $5 abgeleitet werden. Im nachfolgenden Abschnitt e) 
wird mit Hilfe dieser Formeln der Tangens des resultierenden Verlustwinkels 
bei einer speziellen Annahme über die Verlustwinkel der gemischten Einzelmedien 
bestimmt. Wir beschränken uns im übrigen auf die Mischung isotroper Substanzen. 
Für den Fall der Einsprengung ist: 


&—E = resultierende D. K. 


ai € & = D. K. der eingesprengten (6,1) 
— Substanz 
= = = & = D. K. der homogenen Substanz. 


Handelt es sich um die Mischung zweier heterogener Substanzen, so wird: 


€ 
= Ay = Xa =——— e = resultierende D. K. 
= D. K. der Substanz „1“ (6,2) 
Nag = Ne „= „= D.K.der Substanz „2 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 12. 
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.: Die in §3 abgeleitete pen | 6 12), (3,13) vereinfacht sich in fol- 


“4, 


_ 4 (1+ 4%) (& (2 & 24 


Fi (e)=; — F, (@) = 
m, = — 
er + 2% 
y) Zylindereinsprengung: 
L=M=-}; N=0 
F, (e) = + F, (&) 


b) Mischung zweier heterogener Aggregate 


Hier ist die in $4 abgeleitete Mischungsformel zur Berechnung der Energie- 
verteilung einer Mischung zweier heterogener Substanzen (4,10) heranzuziehen. 
Da m, -+ m, = 1 ist, lassen sich aus (4,10) m, und m, berechnen. 


x) K Eon mit Kugelaggregat: 


= me (j = 1, 2) 
4 


m, 1+x + 2 1+% 


6) Tamelenaggrga mit 


66) 


F 
typis 
x 
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Ebe 


W.Ni 
y) 
und 
A) 
+s 
L 
Die 
bor 
{ 
y 


fol- 


6,3) 


) 


1+ 1 + m 
(L+ 4%)? 


6) Kugelaggregat mit Lamellenaggregat: 
Wir brauchen nur F, und H, vom Kugelaggregat x) zu übernehmen und F, 
und H, vom Lamellenaggregat ß). Pri 


m 


(6,9) 


e) Einsprengung bei Vorzugsorientierung der eingesprengten Teilchen 

Es gelten die Überlegungen des $5 und Formel (3,12). Es sollen hier nur zwei 
typische Fälle herausgegriffen werden. 

x) Orientierte Lamelleneinsprengung ee m 


it allen parallel z uam 


Die Achse des entarteten Ellipsoides, für die Z=1 ist, liegt in Feldrichtung. 
Es ist cos x = 1; cos ß = 0; cos y = 0. Eine Mittelung ist nicht mehr nötig. Es ist 


B) Orientierte Lamelleneinsprengung mit allen Lamellenncımalen senkrecht a 


zum angelegten Feld: 
L=1;M=N=0. 


Jetzt ist cos « = 0. Es muß noch über cos ß und cos y in einer Ebene senk- 
recht zum angelegten Feld gemittelt werden. Sind die Lamellennormalen in dieser 


Ebene regellos verteilt, so wird 


= costa = 0 r=costy= 


en F, (&) = 


_ 


Kıa 
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d) Mischung gleichwertiger Aggregate bei Vorzugsorientierung & 


&) Mischung zweier geordneter Lamellenaggregate mit Lamellennornalen garallel 
zum angelegten Felde: 


L,=1; Mj=N,=0; p=1; g=r=0. 


B) Mischung zweier geordneter Lamellenaggregate mit Lamellen normalen senkrecht 
zum angelegten Felde: 


(6,14) 
Auflösung nach m, (e) ergibt hier: 
& (& — 8) 
m = 6,15 
2 (e) (& &) ( ) 


Die Formeln. (6,10) und (6,13) sind miteinander identisch. Diese Identität 
war zu erwarten, denn bei der Einstreuung von einander parallelen Lamellen in 
ein homogenes Medium wird dieses Medium ebenfalls in parallele Zonen geteilt. 
Formel (6,10) kann man auch auf elementare Weise ableiten, wenn man die 
Energieverteilung eines Plattenkondensators berechnet, dessen Dielektrikum 
aus Piatten besteht, die parallel zu den Kondensatorplatten liegen. 

Für die Formeln (6,11) und (6,15), die ebenfalls miteinander identisch sind, 
gelten ähnliche Überlegungen. 

Durch die hier durchgeführten Rechnungen erhält man jeweils nur die mittlere 
Energie, die das eine oder das andere Aggregat aufnimmt. Das Problem der Auf- 
stellung einer Energieverteilungsfunktion entsprechend der Maxwell-Vertei- 


lungsfunktion bleibt ungelöst. 
e) Resultierender Verlustwinkel 


Bei bekaunten Energieanteilen m,, m, und bekannten Verlustwinkeln 9,, 
%, der Komponenten bestimmt sich der resultierende Verlustwinkel nach (1,5). 

Um zu erkennen, welchen Einfluß die Form der gemischten Teilchen auf den 
resultierenden Verlustwinkel besitzt, nehmen wir für einen — an, daß 
tg 9, > sei. Wir können dann näherungsweise setzen: 


tg Pres = M, tg i. 


Ab 


Fü 


Es ı 
Für 
M, + M, x, = 0. de n 
Auflösung nach m, (e) = ergibt: 
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Es wird: 


pws 


Fiir eine Kugeleinsprengung mit (6,3) : 
tg Pres & (€ — &2) 
—_ mn = 1 — mM, = 3 1 2 . 
te, = (2 + &) 


Für die Lamelleneinsprengung ist eine Auflösung nach e umständlich. 
zweckmäßig, m, (e) punktweise aus (6,4) zu berechnen. 


Lamelleneinstreuung | 
Lamelleneinstreuung 


2 
Kugelmischung 


Kugeleinstreuung 


Lamelleneinstreuung || 


se (€;) 


Abb. 1. Resultierende Verlustwinkel für einige Sonderfälle bei der Annahme tg, = 0 


Für geordnete Lamelleneinstreuung und Lamellenmischung mit Lamellennormalen 
parallel zum angelegten Feld wird mit (6,10) 
tg Pres € — & 
6,19 
Fiir geordnete Lamelleneinstreuung und Lamellenmischung mit Lamellennor- 
malen senkrecht zum angelegten Feld mit (6,11) ist 


(6,20) 
Fiir Kugelmischung mit (6,6) ist 


(6,21) 


fi tg Pres —€) (& & + 2€&) 
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(6,18) ‘ 
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t 

Abb. 1 zeigt m, = > Tom 
1 

getragen. &, und e, sind willkürlich als 100 und 10 angenommen worden. Je größer 

die D. K.-Unterschiede der gemischten Substanzen sind, desto mehr weichen die 

Kurven für die einzelnen Spezialfälle voneinander ab. 


als Funktion von e für verschiedene Spezialfälle auf- 


Herrn Prof. Wolf danke ich für seine Anteilnahme und Förderung der 
vorliegenden Arbeit. 


Karlsruhe, Institut für theoretische Physik der Technischen Hochschule. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 24. Januar 1953.) 
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pr für Wellennormale, Brechungsindex 
und Polarisation“ 
Ann. Physik (6) 11, 113 (1952) 


Von Kurt oot: 


Es 
8.114, 7. Zeile oben = eI + x ++ 
. 116, 14. Zeile unten A, V | &o/Eu| 
.117, 4. Zeile unten Ey = EZ, = e, et Ly (0) 


8.118, 7. Zeile oben M — A\-A+ Ale 


8.119, 2. Zeile oben = E, (e, eikeLıs + e,eikolm + e,) eikoL 
S. 122, 12. Zeile oben wu =q 
S.123, 5. Zeile oben g,n 1, = C. 
S. 125, 5. Zeile unten € = £,(u,). 


: 2 eis 
1. Zeile unten D = a; — 4a, a, = 


S. 127, 9. Zeile oben h, = h, (v,). 
S. 128, 2. Absatz von (18) muß lauten: 
Es ist 


& h, dv, = dun- (18,01) 
g 
Die = E sind die Koordinaten der [, im System (e,, %,, 9). Also lassen sich 
die v, durch die |, (w,,) und die w, ausdrücken. Es wird demnach 


w (v,) = rWw)=n(l, (Uy), (18,02) 
8.129, 13. Zeile unten: „symmetrisches é“‘ anstatt „symmetrisches reelles €“. 


rath 
“a 
(Bei der Redaktion eingegangen am 26. März 1953.) 
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Berichtigung zur Arbeit 
ash 2 „Zur Theorie der Lösungen von Alkalimetallen 
in flüssigem Ammoniak“ 


Ann. Physik (6) 12, 57 (1953) 


Von Werner Bingel 


Auf Seite 58, Tabelle 1, ist in der Zeile für Na die Anmerkung 5) zu streichen. 


2 
Auf Seite 61, 4. Zeile heißt es richtig = - 
Auf Seite 67 muß Gl. (6c) richtig lauten 5, = 0, =2L4,=2L. 
Auf Seite 70, 5. u. 6. Zeile von unten muß 0,2827 statt 0,1307 stehen, das 
Endergebnis für (%.)Diam. bleibt davon unberührt; in der 3. Zeile von oben muß es 
statt (lla) richtig (11d) heißen. 


Auf Seite 70 unten und 71 oben muB es statt 1010 Sm richtig 10-7, 
heißen. 

Auf Seite 76 soll es in (19b) statt Vp richtig V, heißen. 

Auf Seite 78, Tabelle 5, muß in der Zeile für Z,— E,,/2 die 4. Zahl statt 
—0,56 richtig —0,46 heißen. 

Auf Seite 79, 2. Zeile soll es statt 3,2 Ä richtig 3,1 Ä heißen, in der 16. Zeile 
soll es statt ,,ein“ richtig ,,eine“ heißen. 


Hechingen-Hohenzollern, Forschungsstelle für Spektroskopie in der Max- 
Planck-Gesellschaft. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 25. Juni 1953.) Er 
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In der Menschheitsgeschichte hat der Übergang von der Steinzeit zur Metallzeit und die 
erste Benutzung von Kupfer und Bronze seit jeher die Aufmerksamkeit zahlreicher For- 
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Nachweise über das Ausmaß der vorgeschichtlichen Metallgewinnung in Mitteleuropa 
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